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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

18–21 ноября 2024 г. в рамках международного конгресса «Суперкомпьютерные дни в Рос-

сии» на базе Нижегородского государственного университета им. Н.И. Лобачевского при под-

держке программы академического лидерства «Приоритет 2030» и научно-образовательного ма-

тематического центра «Математика технологий будущего» проведена XXIV Международная 

конференция и молодежная школа «Математическое моделирование и суперкомпьютерные тех-

нологии». 

Тематика конференции охватывала основные направления в математического моделирова-

ния и суперкомпьютерных технологий: 

 математическое моделирование динамики систем и процессов управления; 

 теория динамических систем и бифуркаций; 

 колебательные процессы в динамических сетях; 

 модели и методы поддержки принятия решений; 

 модели и методы искусственного интеллекта; 

 математическое модели в биологии и медицине; 

 математическое моделирование природных процессов; 

 алгебра, геометрия и дискретная математика; 

 технологии параллельных и распределенных вычислений; 

 применение суперкомпьютерных технологий для решения вычислительно-сложных 

задач. 

В рамках молодежной школы была организована двухдневная интенсивная онлайн-про-

грамма обучения современным технологиям высокопроизводительных вычислений, гетероген-

ного и параллельного программирования.  

Основными задачами проведения мероприятия являлись представление актуальных резуль-

татов в области математического моделирования сложных процессов и явлений, обсуждение раз-

личных аспектов организации суперкомпьютерных вычислений, расширение контактов между 

специалистами для решения ресурсоемких прикладных задач, обмен опытом научно-образова-

тельной деятельности при подготовке специалистов в области математического моделирования 

и параллельных вычислений. 

 

Все перечисленные темы нашли отражение в настоящем сборнике тезисов докладов и ко-

ротких статей, представленных на конференцию (публикуются частично в авторской редакции). 

 

 

НачалоМакета 
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ЗАДАЧА О БАЗИСАХ В ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ 

РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ С РАЦИОНАЛЬНЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ (АЛГОРИТМИЧЕСКИЙ ПОДХОД) 

Н.Ф. Алексиадис1,2 

1Московский государвстенный университет им. М.В. Ломоносова, 
2Национальный исследовательский университет МЭИ 

Функциональная система (ф.с.) представляет собой множество функций с некоторым 

набором операций, применяемых к этим функциям и приводящих к получению других 

функций из этого же множества. Проблематика ф.с. обширна. Одной из основных про-

блем является проблема полноты, состоящая в описании таких подсистем функций, 

которые являются полными, т.е. из этих функций с помощью заданных операций над 

ними можно получить все функции. С проблемой полноты связана задача о базисах, 

т.е. изучение вопроса о минимальных полных системах. Целью настоящего доклада 

является исследование задачи о нахождении базиса конечной полной системы для ф.с. 

рациональных функций с рациональными коэффициентами с алгоритмической точки 

зрения: существует ли алгоритм, который в ф.с. рациональных функций с рациональ-

ными коэффициентами находит базис любой конечной полной системы? 

Ключевые слова: функциональная система, полная система, проблема полноты, базис, 

алгоритмическая неразрешимость, рациональная функция. 

 

1. Введение 

Несмотря на то, что мы используем стандартные обозначения и общеизвестные понятия дис-

кретной математики (в частности, теории функциональных систем), с целью корректного пони-

мания изложенного, все-таки следует уточнить некоторые моменты. 

Приведем предварительные сведения из теории функциональных систем, необходимые для 

дальнейшего изложения. При изложении материала в основном используется терминология книг 

[9,10]. 

Мы будем использовать следующие стандартные обозначения: 

 N – множество всех натуральных чисел (включая число 0), 

 Q – множество всех рациональных чисел. 

Для удобства полагаем, что 00 = 1. 

Говорят, что функция 𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛) существенно зависит от переменной  𝑥𝑖 , 
если существуют такие два набора (из области определения этой функции) 

𝑐1,⋯ , 𝑐𝑖−1, 𝑎, 𝑐𝑖+1,⋯ , 𝑐𝑛 и 𝑐1,⋯ , 𝑐𝑖−1, 𝑏, 𝑐𝑖+1,⋯ , 𝑐𝑛 

значений переменных 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛, что 

𝑓(𝑐1,⋯ , 𝑐𝑖−1, 𝑎, 𝑐𝑖+1, ⋯ , 𝑐𝑛) ≠ 𝑓(𝑐1,⋯ , 𝑐𝑖−1, 𝑏, 𝑐𝑖+1,⋯ , 𝑐𝑛). 
В этом случае мы говорим, что 𝑥𝑖 является существенной переменной функции 

𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛). 
Если 𝑥𝑖 не является существенной переменной 𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛) то она называ-

ется фиктивной (несущественной) переменной функции 𝑓(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛).  
Пусть 𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛) и 𝑔(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛) две произвольные заданные 

функции и пусть 𝑥𝑖 фиктивная переменная функции 𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛). 
Если для любых 𝑐1,⋯ , 𝑐𝑖−1, 𝑐𝑖, 𝑐𝑖+1,⋯ , 𝑐𝑛 значений переменных 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛 

имеем 

𝑓(𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑖−1, 𝑐𝑖, 𝑐𝑖+1,⋯ , 𝑐𝑛) = 𝑔(𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑖−1, 𝑐𝑖+1,⋯ , 𝑐𝑛), 
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то говорят, что функция 𝑔(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛) получается из функции 

𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛) удалением (изъятием) фиктивной переменной 𝑥𝑖 и, наоборот, функ-

ция 𝑓(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛) получена из функции 𝑔(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1,⋯ , 𝑥𝑛) добавлением 

фиктивной переменной 𝑥𝑖 . 
Если одна функция может быть получена из другой функции путем добавления или изъятия 

некоторых фиктивных переменных, то эти две функции являются равными. 

Замечание 1. В дальнейшем будем считать, что вместе с функцией f заданы и все равные 

ей функции, т.е. функции рассматриваем с точностью до фиктивных переменных. 

Замечание 2. Если дана конечная система функций 𝑓1,⋯ , 𝑓𝑚 (𝑚 ≥ 1), то можно считать, 

что все они зависят от одних и тех же переменных 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛, т.е. имеют вид 

𝑓1(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛),⋯ , 𝑓𝑚(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛). 
Замечание 3. Если дана функция, отличная от константы, то путем отождествления пере-

менных из нее можно получить равную ей функцию, все переменные которой являются суще-

ственными. 

Функциональная система (ф.с.) представляет собой множество функций с некоторым набо-

ром операций, применяемых к этим функциям и приводящих к получению других функций из 

этого же множества, т.е. функциональная система – это пара вида F = (F, O), где F – множество 

функций, а O – множество операций над этими функциями, при этом каждая операция из O за-

мкнута относительно множества F. 

Для произвольного подмножества A ⊆ F обозначим через [A] множество всех функций из F, 

которые получаются из функций множества A с помощью конечного числа применения операций 

из O. Множество [A] называется замыканием множества A. 

Множество A (A ⊆ F) называется замкнутым в функциональной системе F, если [A] = A. 

Замкнутое множество принято называть замкнутым классом. 

Множество A (A ⊆ F) называется полным в функциональной системе F, если [A] = F. 

Полное множество принято называть полной системой. 

Система функций A (A ⊆ F) называется базисом в ф.с. F, если A полная система и никакая 

ее собственная подсистема не является полной в F, т.е. можно сказать, что базис – это минималь-

ная полная подсистема. 

Подмножество A множества F называется предполным классом (максимальной подалгеброй) 

в F, если [𝐴] ≠ 𝐹, но для любой функции f из F\A выполнено [𝐴 ∪ {𝑓}] = 𝐹. 
Система K замкнутых подмножеств множества F называется критериальной системой в ф.с. 

F = (F, O), если любое множество M (M ⊆ F) является полным в F тогда и только тогда, когда 

оно целиком не содержится ни в одном классе системы K. 

 В ф.с. F = (F, O) критериальной системой является, например, множество всех замкнутых 

классов, отличных от всего F. В общем случае последняя критериальная система является     "из-

быточной". Это позволяет перейти к рассмотрению более "экономных" критериальных систем и 

с этой точки зрения может быть уточнено строение критериальной системы.  

Критериальная система называется приведенной, если она не содержит собственных подси-

стем, являющихся критериальными. 

Замечание 4. Следует отметить, что в функциональной системе F приведенная система, 

если она существует, определяется однозначно и состоит из всех предполных классов в F (см., 

например, [9]). 

2. Определение функциональной системы рациональных функций  

с рациональными коэффициентами 

Выражение вида 𝑐𝑥1
𝑘1⋯𝑥𝑛

𝑘𝑛 ,  где 𝑛, 𝑘1,⋯ , 𝑘𝑛 ∈ 𝑁, а 𝑐 ∈ 𝑄, называется мономом с рациональ-

ным коэффициентом, зависящим от n переменных 𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛; при этом, когда n = 0, тогда задан-

ный моном является просто константой c, т.е. мономом с рациональным коэффициентом, зави-

сящим от 0-го числа переменных. 

Конечная сумма мономов с рациональными коэффициентами называется полиномом с раци-

ональными коэффициентами. 

Функция вида  
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𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛): 𝑄 × ⋯× 𝑄⏟      
𝑛

→ 𝑄, 

которая задается с помощью полинома с рациональными коэффициентами, называется полино-

миальной функцией с рациональными коэффициентами. 

Следует обратить внимание на то, что аргументы полиномиальных функций с рациональ-

ными коэффициентами и сами эти функции принимают только рациональные значения. 

Функция вида 

𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) =
𝑔(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)

ℎ(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)
, 

где 𝑔(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) и ℎ(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) – полиномиальные функции с рациональными коэффициентами, 

называется рациональной функцией с рациональными коэффициентами. 

Рациональные функции с рациональными коэффициентами будем также называть rq-функ-

циями. 

Следует обратить внимание на то, что аргументы рациональных функций с рациональными 

коэффициентами и сами эти функции принимают только рациональные значения. 

Обозначим через 𝐹𝑅𝑄 множество всех рациональных функций с рациональными коэффици-

ентами. 

Функциональная система рациональных функций с рациональными коэффициентами 𝐅𝑅𝑄 – 

это пара 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂),   где 𝐹𝑅𝑄 – множество всех рациональных функций с рациональными 

коэффициентами, а O – множество операций суперпозиции над рациональными функциями с 

рациональными коэффициентами, которое включает в себя:  

1. перестановку переменных,  

2. переименование переменных без отождествления,  

3. отождествление переменных,  

4. введение фиктивной переменной,  

5. удаление фиктивной переменной,  

6. подстановку одной функции в другую. 

Заметим, что определение функциональной системы 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) корректное, так как лю-

бая суперпозиция функций из 𝐹𝑅𝑄 является опять функцией из 𝐹𝑅𝑄. 

3. Постановка задачи 

Одной из основных проблем в теории функциональных систем является проблема полноты, 

состоящая в описании всех подмножеств данного множества F, которые являются    полными 

в F = (F, O).  

Выделяют два подхода к решению проблемы полноты: алгебраический и алгоритмический. 

В первом случае ставится вопрос о получении критериев (т.е. необходимых и достаточных усло-

вий) полноты. Во втором случае задача заключается в существовании алгоритма, устанавливаю-

щего полноту или неполноту заданных систем функций.  

С проблемой полноты связана и задача о базисе, т.е. изучение вопроса о минимальных пол-

ных системах. 

При изучении базиса также выделяют два подхода: алгебраический и алгоритмический. В 

первом случае ставится вопрос о получении критериев (т.е. необходимых и достаточных усло-

вий) для того, чтобы данная подсистема была базисом. Во втором случае задача заключается в 

существовании алгоритма, который выделяет базис из полной системы. 

В настоящей работе будет рассмотрен алгоритмический вариант задачи о базисе для функ-

циональной системы рациональных функций с рациональными коэффициентами 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂), 
который звучит так:  

Существует ли алгоритм, который из любой конечной полной системы выделит базис; дру-

гими словами: задача о базисе алгоритмически разрешима или нет в ф.с. 𝐅𝑅𝑄?  
Алгебраический подход задачи о базисах было рассмотрено в докладе [2] и далее расширен-

ная версия этого доклада была опубликована в [3]. 
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4. Решение задачи о базисах (алгоритмический подход)  

для рациональных функций с рациональными коэффициентами 

При изучении проблем полноты и базисов с алгебраической точки зрения для функциональ-

ной системы рациональных функций с рациональными коэффициентами 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) автором 

ранее было установлено справедливость следующих теорем [1, 3, 4].  

Теорема 1. В функциональной системе рациональных функций с рациональными коэффи-

циентами 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) множество всех предполных классов является (приведенной) крите-

риальной системой, т.е. произвольная система rq-функций является полной тогда и только то-

гда, когда она целиком не содержится ни в одном предполном классе.  

Теорема 2. В функциональной системе рациональных функций с рациональными коэффи-

циентами 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) мощность критериальной системы равна континууму, т.е. суще-

ствует континуальное число предполных классов.  

Теорема 3. В функциональной системе рациональных функций с рациональными коэффи-

циентами 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) каждая полная система имеет базис, причем конечный. 

Теорема 4. В функциональной системе рациональных функций с рациональными коэффи-

циентами 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) для любого натурального 𝑛 ≥ 1 существует базис, состоящий ровно 

из 𝑛 функций. 

Теорема 5. В функциональной системе рациональных функций с рациональными коэффи-

циентами 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) проблема полноты алгоритмически неразрешима. 

При дальнейшем исследовании задачи о нахождении базиса любой конечной полной си-

стемы с алгоритмической точки зрения для функциональной системы рациональных функций с 

рациональными коэффициентами было получено следующее утверждение: 

Теорема 6. В функциональной системе рациональных функций с рациональными коэффи-

циентами 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) задача о нахождении базиса конечных полных систем алгоритмически 

неразрешима.  

5. Заключение 

Функциональные системы являются одним из основных объектов дискретной математики и 

математической кибернетики и отражают следующие основные особенности реальных и аб-

страктных управляющих систем: функционирование (в функциональных системах - это функ-

ции), правила построения более сложных управляющих систем из заданных и описание функци-

онирования сложных систем по функционированию их компонент (последние два момента от-

ражены в операциях функциональных систем). 

В настоящей работе рассматривается функциональная система рациональных функций с ра-

циональными коэффициентами и для этой функциональной системы решается задача о базисе 

(алгоритмический подход), которая играет ключевую роль не только в самой дискретной мате-

матике и математической кибернетике, но и во многих других областях математики, например, 

в теории функций (аппроксимационные теоремы Чебышева и Вейерштрасса), в вычислительной 

математике и технике (построение и анализ вычислительных чипов и нейронных сетей). Акту-

альность полученных результатов также состоит в развитии самой теории функциональных си-

стем как в плане охвата новых модельных объектов типа рациональных функций, так и в вычле-

нении позитивных результатов, и в отсечении негативных ситуаций типа алгоритмической не-

разрешимости задачи о базисе. 

Целью настоящего доклада, как уже было сказано выше, было изучение задачи о базисе с 

алгоритмической точки зрения в ф.с. 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂). Полученная на этом пути теорема (6) об 

алгоритмической неразрешимости задачи о базисе в ф.с. 𝐅𝑅𝑄 = (𝐹𝑅𝑄 , 𝑂) является основным ре-

зультатом данной работы.  

В заключении отметим, что представленный в настоящем докладе результат (Теорема 6) яв-

ляется логическим продолжением ранее полученных автором результатов (Теорем 1-4), т.е. про-

должением цикла работ [1-8].  
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МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫЕ МИНИМАКСНЫЕ ЗАДАЧИ 

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ1* 

Д.В. Баландин, Р.С. Бирюков, М.М. Коган 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского, 

Научно-технологический университет «Сириус» 

Рассматриваются задачи многокритериального минимаксного управления динамиче-

скими системами с критериями, представленными как максимальные уклонения вы-

ходов динамической системы по отношению к ее входу и начальному состоянию. По-

казано, что синтез оптимальных по Парето управлений может быть осуществлен в тер-

минах линейных матричных неравенств на основе оптимизации свертки Гермейера, 

которая оказывается максимальным уклонением выхода, составленного из целевых 

выходов, умноженных на скаляры. Приводятся примеры решения задач оптимального 

управления механическими системами: оптимальная защита объектов от вибрацион-

ных и ударных воздействий; оптимальное гашение колебаний вращающего в электро-

магнитных подшипниках ротора; отслеживание заданной траектории мобильным сфе-

рическим роботом. 

Ключевые слова: многокритериальная оптимизация, множество Парето, обобщенная 

𝐻2 норма, максимальное уклонение выхода, виброзащита, виброизоляция, жесткий ро-

тор, сферический робот. 

 

1. Введение 

Реальные задачи управления всегда многокритериальны. Нахождение множества Парето, а, 

следовательно, и оптимальных по Парето решений, т.е. неулучшаемых одновременно для всех 

критериев, представляет собой сложную задачу. Известно, что замена многокритериальной за-

дачи на однокритериальную с критерием в виде свертки Гермейера исходных критериев обеспе-

чивает в общем случае нахождение некоторого подмножества множества Парето. В случае, когда 

отдельные исходные критерии представляют собой обобщенные 𝐻2 нормы, то есть являются мак-

симальными уклонениями целевых выходов рассматриваемой динамической системы по отношению к ее 

входу и начальному состоянию, решение многокритериальной задачи может быть получено через 

решение вспомогательной задачи полуопределенного программирования с помощью аппарата 

линейных матричных неравенств. 

В настоящей работе приводится краткий обзор решения многокритериальных задач и рас-

сматриваются примеры применения данного подхода. В качестве таких примеров выбраны за-

дача виброзащиты, задача стабилизации вращения жесткого вертикального ротора в электромаг-

нитных подшипниках и задача отслеживания траектории движения сферического мобильного 

робота. 

2. Синтез оптимальных по Парето управлений 

Рассмотрим линейную непрерывную нестационарную систему на конечном горизонте 

 

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝐵𝑢(𝑡)𝑢 + 𝐵𝑣(𝑡)𝑣, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓],

𝑧1 = 𝐶1(𝑡)𝑥 + 𝐷𝑢,1(𝑡)𝑢,

𝑧2 = 𝐶2(𝑡)𝑥 + 𝐷𝑢,1(𝑡)𝑢,

 (1) 

где 𝑥 ∈ ℝ𝑛𝑥 - состояние, 𝑣 ∈ ℝ𝑛𝑣 - возмущение и 𝑧1, 𝑧2 ∈ ℝ
𝑛𝑧 - целевые выходы. Также введем в 

рассмотрение два функционала 

                                                      
1* Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 24-11-20023). 
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𝐽1(Θ(𝑡)) = sup
𝑥0,𝑣

sup
𝑡∈[𝑡0,𝑡𝑓]

|𝑧1(𝑡)|
2

𝑥0
𝑇𝑅−1𝑥0 + ‖𝑣‖

2
, 𝐽2(Θ(𝑡)) = sup

𝑥0,𝑣

sup
𝑡∈[𝑡0,𝑡𝑓]

|𝑧2(𝑡)|
2

𝑥0
𝑇𝑅−1𝑥0 + ‖𝑣‖

2
, 

здесь весовая матрица 𝑅 = 𝑅𝑇 > 0 отражает компромисс при учёте неопределённости в началь-

ных условиях и внешнем возмущении. Отметим, что данные функционалы представляют собой 

квадраты обобщённых 𝐻2 норм системы от входа 𝑣 к целевому выходу 𝑧1 и 𝑧2 соответственно. 

Требуется найти оптимальное по Парето управление в виде линейной нестационарной обратной 

связи 𝑢 = Θ(𝑡)𝑥, минимизирующее функционалы 𝐽1 и 𝐽2. 

Самым распространенным методом нахождения оптимальных по Парето решений много-

критериальной задачи является метод скаляризации. Для этого определим на траекториях 

системы (1) вспомогательный функционал 

𝐽𝛼(𝑢) = max {
𝐽1(𝑢)

𝛼
,
𝐽2(𝑢)

1 − 𝛼
} ,    0 < 𝛼 < 1, 

представляющий собой свертку Гермейера исходных функционалов. Как известно, параметры 

Θ𝛼, для которых выполняется 

min
Θ
𝐽𝛼(Θ) = 𝐽𝛼(Θ𝛼), 

являются оптимальными по Парето решениями многокритериальной задачи. Необходимые 

условия оптимальности в рассматриваемой задаче формулируются следующим образом [1]. 

Теорема.1 Оптимальными по Парето управлениями в многокритериальной задаче являются 

обобщенные 𝐻2-оптимальные управления с параметрами Θ𝛼(𝑡) = Z(𝑡)𝑌
−1(𝑡), где матрицы 

𝑌(𝑡) = 𝑌𝑇(𝑡) ≥ 0 и 𝑍(𝑡) находятся из решения задачи inf  γ2 при ограничениях, определяемых 

линейными матричными неравенствами: 

 

𝑌̇ + 𝐴𝑌 + 𝑌𝐴Τ + 𝐵𝑢𝑍 + 𝑍
Τ𝐵𝑢

Τ + 𝐵𝑣𝐵𝑣
𝛵 = 0,      𝑌(0) = 𝑅,

(
𝑌 𝑌𝐶1

Τ + 𝑍Τ𝐷1
Τ

𝐶1𝑌 + 𝐷1𝑍 𝛾2𝛼2𝐼
) ≥ 0,    (

𝑌 𝑌𝐶2
Τ + 𝑍Τ𝐷2

Τ

𝐶2𝑌 + 𝐷2𝑍 𝛾2(1 − 𝛼)2𝐼
) ≥ 0.

 (2) 

3. Задачи оптимального управления механическими системами 

3.1. Задача виброзащиты 

В качестве первого примера рассмотрим механическую систему с двумя степенями свободы, 

показанную на рисунке 1 и представляющую собой упругий объект, который моделируется 

двумя материальными точками 2 и 3, связанными между собой линейными упругим и диссипа-

тивным элементами. Этот объект связан упругим и диссипативным элементами и управляемым 

элементом (называемым далее виброизолятором) с другим телом 1, которое является подвижным 

основанием. Динамика данной механической системы (в безразмерных переменных и парамет-

рах) описывается дифференциальными уравнениями 
𝑥̈1 = −2𝛽𝑥̇1 + 𝛽𝑥̇2 − 2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑣 + 𝑢,
𝑥̈2 = −𝛽(𝑥̇2 − 𝑥̇1) − 𝑥2 + 𝑥1 + 𝑣,

 

где 𝑥1 и 𝑥2  координаты материальных точек 2 и 3 относительно подвижного основания, 𝑢  

усилие, создаваемое виброизолятором при его деформации (т. е. при смещении точки 2 относи-

тельно точки 1), 𝑣  с точностью до знака ускорение основания (материальной точки 1), 𝛽 = 0.1 

 заданный положительный параметр демпфирования. Задача виброизоляции состоит в поиске 

нестационарного управления 𝑢 = 𝜃1(𝑡)𝑥1 + 𝜃2(𝑡)𝑥2 + 𝜃3(𝑡)𝑥̇1 + 𝜃4(𝑡)𝑥̇2, обеспечивающего как 

наименьшую возможную деформацию механической системы, так и минимальную силу, проти-

водействующую смещению упругого объекта относительно основания. С этой целью выберем 

выходы  

𝑧1 = (𝑥1, 𝑥2 − 𝑥1)
T,        𝑧2 = −𝑥1 − 𝛽𝑥̇1 + 𝑢, 

и в качестве критериев возьмем обобщенные 𝐻2 нормы относительно этих выходов. 

Зададим на интервале времени длительностью 𝑇 = 20 равномерную сетку с шагом ℎ = 
= 0.05 и положим 𝑅 = diag(10,10,1,1). На рисунке 1 изображено множество Парето, точка 𝐴 

соответствует случаю 𝑢 = 0. 
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Рис. 1. Схематическое изображение механической системы с двумя степенями свободы (слева) и мно-

жество Парето на плоскости критериев (справа) 

3.2. Управление движением ротора в электромагнитных подшипниках 

Движение жесткого вертикально вращающегося ротора в радиальных электромагнитных 

подшипниках, представляющих собой четыре пары электромагнитов, описывается в безразмер-

ной форме следующей системой дифференциальных уравнений [2]: 

 
𝛼̈ = 𝜇2𝑢2 − 𝜇1𝑢1 − 𝜌0𝛽̇ + 𝑤1, 𝑥̈ = 𝑢3 + 𝑢4 +𝑤3,

𝛽̈ = 𝜇1𝑢3 − 𝜇2𝑢4 + 𝜌0𝛼̇ + 𝑤2, 𝑦̈ = 𝑢1 + 𝑢2 +𝑤4,
 (2) 

где 𝑥 и 𝑦 - координаты центра масс ротора, 𝛼 и 𝛽 - углы поворота ротора относительно осей 𝑥 и 

𝑦 соответственно, 𝑤1, … , 𝑤4 - внешние силы, действующие на ротор, и 𝑢1, … , 𝑢4 - управления, 

порожденные электромагнитными силами, возникающими в подшипниках. Безразмерные пара-

метры, входящие в систему, имеют вид: 𝜇1 = 𝑚𝑙0𝑙1 𝐽⁄ , 𝜇2 = 𝑚𝑙0𝑙2 𝐽⁄ , 𝜌0 = 𝐽𝑧𝜔√𝑚𝛿0 𝐽⁄ , где 𝑙1 и 

𝑙2 - расстояния от центра масс до верхнего и нижнего подшипников соответственно, 𝑙0 = 
= 𝑙1 + 𝑙2, 𝐽 и 𝐽𝑧 - главные моменты инерции ротора, 𝜔 - заданная угловая частота вращения ро-

тора относительно оси 𝑧, 𝛿0 - зазор между телом и электромагнитами [2]. 

Задача гашения колебаний ротора, вращающегося в электромагнитных подшипниках, со-

стоит в поиске стационарного управления, обеспечивающего как наименьшее возможное 

смещения ротора в верхних и нижних электромагнитных подшипниках, так и минимальные 

значения управлений. С этой целью выразим смещения ротора в подшипниках через координаты 

центра масс и углы поворотов: 

 𝑥𝑢 = 𝑥 + 𝜈1𝛽,        𝑥𝑙 = 𝑥 − 𝜈2𝛽,        𝑦𝑢 = 𝑦 − 𝜈1𝛼,        𝑦𝑙 = 𝑦 + 𝜈2𝛼, (3) 

и выберем целевые выходы как 

𝑧1 = (𝑥𝑢, 𝑥𝑙 , 𝑦𝑢, 𝑦𝑙)
T,        𝑧2 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)

T, 
здесь 𝜈1 = 𝑙1/𝑙0, 𝜈2 = 𝑙2/𝑙0. В качестве критериев возьмем обобщенные 𝐻2 нормы относительно 

этих выходов, считая, что соответствующие нормы вычисляются по формулам: 

|𝑧1| = max{|𝑥𝑢|, |𝑥𝑙|, |𝑦𝑢|, |𝑦𝑙|}, |𝑧2| = max{|𝑢1|, |𝑢2|, |𝑢3|, |𝑢4|}. 
Решение поставленной задачи можно искать как в классе управлений в форме линейной 

обратной связи по состоянию, так называемые централизованные управления, так и в классе 

децентрализованных управлений, зависящих только от переменных 𝑥𝑢, 𝑥𝑙 , 𝑦𝑢, 𝑦𝑙: 
𝑢1 = −𝜈2(𝑎𝑦𝑢 + 𝑏𝑦̇𝑢), 𝑢2 = −𝜈1(𝑎𝑦𝑙 + 𝑏𝑦̇𝑙),
𝑢3 = −𝜈2(𝑎𝑥𝑢 + 𝑏𝑥̇𝑢), 𝑢4 = −𝜈1(𝑎𝑥𝑙 + 𝑏𝑥̇𝑙).

 

Задача поиска централизованного регулятора решается с использованием линейных 

матричных неравенств на основе теоремы из предыдущего пункта, а задача поиска 

децентрализованного регулятора решена аналитически: 
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𝑎 =
1 − 𝛼

𝜈1𝛼
√
𝜈1
2 + 𝜇0

2

3(𝜈2
2 + 𝜇0

2)
,        𝑏 =

21/2

31/4
(𝜈1
2 + 𝜇0

2)1/4(𝜈2
2 + 𝜇0

2)1/4

√𝜈1𝜇0(𝜈2
2 + 𝜇0)

√
1 − 𝛼

𝛼
, 0 < 𝛼 < 1, 

где 𝜇0 = 𝑚𝑙1𝑙2/𝐽. 
В качестве иллюстрации приведем оптимальные по Парето множества в плоскости 

критериев (𝐽1, 𝐽2) для следующих значений параметров: 𝐽 = 0.74кг ⋅ м2, 𝐽𝑧 = 1.7 ⋅ 10
−2кг ⋅ м2, 

𝑙1 = 0.3м, 𝑙2 = 0.2м, 𝑚 = 13.7кг, 𝛿0 = 5 ⋅ 10
−4м, 𝜔 = 314рад с⁄ , 𝜇0 = 1.11, 𝜈1 = 0.6 и 𝜈2 = 

= 0.4. На рисунке 2 сплошной линией изображена кривая, соответствующая случаю 

централизованного регулятора, а штриховой линией - децентрализованного регулятора. Из 

представленного рисунка видно, что оптимальные по Парето децентрализованные управления 

лишь немного уступают централизованным управлениям. 

 

Рис. 2. Множество Парето на плоскости критериев: сплошная линия – централизованное управление, 

штриховая линия – децентрализованное управление 

3.3. Управление движением сферического робота 

В качестве последнего примера, иллюстрирующего изложенный ранее подход, рассмотрим 

задачу обеспечения движения центра сферического робота вдоль заранее заданной траектории. 

Сферический робот представляет собой две тонкостенные концентрические сферические обо-

лочки. Внешняя оболочка имеет массу 𝑀 и радиус 𝑅, а момент инерции относительно любой оси, 

проходящей через ее центр, равен 𝐽. Аналогичные параметры для внутренней оболочки равны 𝑟, 

𝑚 и 𝑗 соответственно. Робот приводится в движение за счет вращения оболочек относительно 

друг друга. 
 

 

Рис. 3. Схематическое изображение сферического робота 

Уравнения движения робота в безразмерных переменных в случае, отсутствия проскальзы-

вания и верчения относительно вектора нормали к опорной поверхности, имеют вид [3]: 
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 𝜉̇ = [Ω × 𝑛],            (1 + 𝛾)Ω̇ + 𝛾 𝑛 〈Ω̇ ∙ 𝑛〉 = 𝑄 − 𝛾[𝑛 × 𝑘] (4) 

где 𝜉 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) - координаты центра масс робота, Ω - угловую скорость робота, 𝑛 - единич-

ный вектор нормали  к опорной поверхности, 𝑘 = (0, 0, 1) – вектор, противоположный направ-

лению силы тяжести, 𝑄 – вектор управления и 𝛾 = 𝑅2(𝑀 + 6𝑚) 𝐽⁄ . 

Теперь рассмотрим вопрос об организации движения вдоль заданной траектории, которую 

описывает центр сферической оболочки. Будем считать, что траектория движения описывается 

параметрическим уравнением 𝜉0 = Ξ(𝑡), где Ξ(𝑡) – дважды непрерывно дифференцируемая 

функция. Требуется найти вектор управления 𝑄, обеспечивающий приближение робота к 

заданной траектории. Если в начальный момент времени 𝑡 = 0 выполняется соотношение 

Ω(0) = [𝑛 × 𝜉̇(0)], то вектор 𝑄 находится из второго уравнения (4): 

 𝑄 = 𝑄0 = (1 + 𝛾)Ω̇0 + 𝛾 𝑛 〈Ω̇0 ∙ 𝑛〉 + 𝛾[𝑛 × 𝑘]. (5) 

Пусть теперь Ω(0) ≠ [𝑛 × 𝜉̇0], в этом случае обеспечить приближение к заданной 

траектории можно с помощью дополнительного корректирующего управления, а именно 

 𝑄 = 𝑄0 + Θ(𝜁 − 𝜁0),        𝜁 = (𝜉
⊤, 𝜉̇⊤)

⊤
. (6) 

где матрица коэффициентов обратной связи Θ, вообще говоря, может быть функцией 

времени. Однако, для использования соотношения (5) требуется знать вектор нормали 𝑛, что не 

всегда возможно, поэтому заменим закон управления (5) на более простой и не требующий 

знания вектора нормали: 

 𝑄 = (1 + 𝛾)[𝑘 × 𝜉̇0] + Θ(𝜁 − 𝜁0). (7) 

Для определения параметров обратной связи Θ введем в рассмотрение два функционала: 

𝐽1(Θ) = sup
 𝜁(0)≠0

sup
𝑡≥0
|𝜁 − 𝜁0|

√𝜁⊤(0) 𝑅 𝜁(0)
,               𝐽2(Θ) = sup

 𝜁(0)≠0

sup
𝑡≥0
|Θ(𝜁 − 𝜁0)|

√𝜁⊤(0) 𝑅 𝜁(0)
. 

где 𝑅 = 𝑅⊤ > 0 – заданная матрица. Нетрудно видеть, что первый функционал характеризует 

максимальное отклонение траектории движения робота от заданной траектории 𝜉0 вне 

зависимости от начальных условий и отличий вектора нормали от вектора 𝑘, а второй – 

максимальное значение корректирующих управлений. 

Таким образом, для определения матрицы обратной связи Θ требуется для системы (4) найти 

оптимальные по Парето решения двухкритериальной задачи оптимального управления с 

функционалами 𝐽1 и 𝐽2. 

При проведении числительных экспериментов примем следующие значения параметров 𝜅 =
0.8, 𝛾 = 10.5. Будем считать, что робот движется по плоскости 𝑧 = 0, а требуемая траектория 

движения центра масс робота является окружностью 

𝑥0(𝑡) = 𝜌 cos 𝛼 𝑡 , 𝑦0(𝑡) = 𝜌 sin𝛼 𝑡 , 𝑧0(𝑡) = 𝜌. 
Начальные условия зададим следующим образом: 

𝜉(0) = (𝜌, 0, 1), 𝜉̇(0) = (0, 𝛼 𝜌, 0), Ω(0) = (−𝛼 𝜌 +  0.1, −0.2,0). 
На рис. 4 при значениях параметров 𝜌 = 2 и 𝛼 = 0.5 представлены результаты численного 

моделирования приближения сферического робота к движению вдоль окружности: линией 

черного цвета показана желаемая траектория, а красной линией – траектория движения центра 

масс сферического робота. Как можно видеть, построенное управление обеспечивает решение 

поставленной задачи, то есть траектория движения центра робота приближается к заданной 

окружности. 
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Рис. 4. Приближение центра масс сферического робота к заданной траектории 
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ И АЛГОРИТМЫ НАВИГАЦИИ 

АВТОНОМНЫХ ТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВ1* 

Борисов Н.А., Егоров К.С. 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

В данной работе проводится обзор современных решений в области автономных 

транспортных средств и технологий их программирования, а также обсуждается опыт 

преподавания робототехники в институте информационных технологий, математики 

и механики ННГУ им. Н.И. Лобачевского. 

Ключевые слова: робототехника, беспилотные транспортные средства, алгоритмы кар-

тографирования. 

 

1. Введение 

В современном мире автоматизация технологических процессов в промышленности и по-

вседневной жизни играет всё возрастающую роль. В первую очередь это связано со стремлением 

заменить низкоквалифицированный, монотонный ручной труд различными автоматическими 

машинами с целью как удешевить весь процесс производства или оказания различных услуг, так 

и сделать его более эффективным в целом. Также сказывается и всё увеличивающийся недоста-

ток квалифицированных кадров рабочих специальностей, поэтому иногда вопрос автоматизации 

производства равнозначен вопросу выживаемости самого предприятия [3,4,5]. 

Одна из сфер, в которой автоматизация процессов за последнее десятилетие увеличивает 

свою долю – это сфера транспорта. Причём, если рассматривать беспилотные автомобили на до-

рогах общего пользования - то в данном случае, конечно, рано ещё говорить об их повсеместном 

внедрении, тогда как транспорт, работающий в особых условиях - такой, который работает, во-

первых, вне дорог общего пользования с интенсивным движением; во-вторых, на сравнительно 

небольших расстояниях и малых скоростях – приобретает всё большую степень автономности. 

Для выполнения задач планирования движения на местности необходимо как-то получить о 

ней информацию. Описание операционной области называется картой местности и представляет 

собой граф, вершины которого – некоторые точки на поверхности, а рёбра - пути, по которым 

можно попасть из одной точки в другую. Планирование же маршрута может осуществляться с 

помощью любого алгоритма обхода графа. 

Сбор информации о местности может также выполняться разными способами - они разли-

чаются по типу применяемых сенсоров. Это могут быть лидары (лазерные дальномеры), ультра-

звуковые дальномеры, а также камеры – в случае с ними мы говорим уже о технологиях анализа 

изображений. Перечисленные сенсоры обычно используются в том случае, когда внести какие-

либо изменения в операционную среду невозможно или крайне нежелательно (пример - роботы-

планетоходы, домашние роботы). Методы навигации в таком случае называются “неитрузив-

ными”, к ним относится SLAM в разных его вариациях. 

Методы же с использованием искусственных меток называются, наоборот, “интрузив-

ными”. Разработано множество алгоритмов такого типа – начиная от простого следования по 

линии, которое используется, например, при обучении школьников или студентов основам ро-

бототехники, а также в автономных транспортных средствах под названием AGV (Automated 

Guided Vehicle). Это специальные грузовые (реже пассажирские) транспортные средства, осу-

ществляющие перевозку грузов или пассажиров по фиксированному маршруту по физически за-

фиксированному пути.  

                                                      
1* Работа выполнена при поддержке научно-образовательного математического центра «Математика тех-

нологий будущего» (проект № 075-02-2024-1439). 
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Есть более сложные методы с использованием искусственных меток, такие, как, например, 

система FROG(англ. Free Range on Grid). К сожалению, эта система проприетарная, поэтому в 

этой работе рассматривалась лишь как идея для создания своего аналога такой системы.  

У интрузивных и неинтрузивных методов есть как свои преимущества, так и недостатки. К 

преимуществам неинтрузивных методов относится, безусловно, отсутствие необходимости в ка-

кой либо дополнительной инфраструктуре. Однако же, есть такие существенные недостатки, как 

низкая точность некоторых алгоритмов SLAM, чувствительность датчиков к помехам. В случае 

использования более точных реализаций метода SLAM существенно возрастает требователь-

ность к вычислительным ресурсам, что ведёт к удорожанию оборудования.  

У интрузивных методов же очевидным недостатком является необходимость в дополнитель-

ной инфраструктуре. С другой стороны, это обстоятельство является и преимуществом – дат-

чики, которые используются в данных методах, во-первых, дешевле, а во вторых менее подвер-

жены разнообразным помехам. 

Полученные компетенции были использованы при разработке и внедрении курса «Основы 

робототехники», читаемы сейчас для магистров 1 курса по направлению подготовки «Программ-

ная инженерия» очной формы обучения. 

2. Обзор существующих решений в области автономной навигации 

Задача автономной навигации – это задача определения роботом своего местоположения на 

местности относительно цели движения и построение оптимального (по разным критериям) 

маршрута до этой цели. Такие методы делятся на две главных подгруппы – “интрузивные” и 

“неинтрузивные”, т.е. использующие и не использующие различные искусственные метки на 

местности соответственно. Существует множество технических реализаций алгоритмов из обоих 

семейств, различающихся по используемому оборудованию, сложности и требовательности к 

вычислительным ресурсам. 

У обоих семейств алгоритмов есть свои преимущества и недостатки - у “интрузивных” ме-

тодов теоретически более высокая надежность в связи с использованием более простых датчи-

ков, а у “неинтрузивных” – наоборот.  

К “интрузивным” методам можно отнести разнообразные алгоритмы езды по линии, считы-

вание QR-кодов и т.д. В семействе “неинтрузивных” методов были рассмотрены разнообразные 

реализации алгоритма SLAM (англ. Simultaneous Localisation and Mapping). Это было рассмот-

рено в работах [1,2].  

SLAM (англ. Simultaneous Localisation and Mapping) – это метод одновременной локализа-

ции и картографирования, т.е. на заранее неизвестной местности робот, используя данный метод, 

и определяет своё местоположение с использованием различных сенсоров, и одновременно с 

этим строит карту местности или обновляет её участки. Алгоритм подходит для использования 

разными роботами – наземными, квадрокоптерами, подводными роботами и т.д. 

С помощью “органов чувств” робота (дальномеров, одометров и т.д.) вычисляется расстоя-

ние от агента до препятствий в окружении и, таким образом, составляется 2D или 3D карта мест-

ности. 

Математическая модель робота может быть сформулирована следующим образом [2]: 

𝑈{1…𝑡} = {𝑈1, 𝑈2, … , 𝑈𝑡}, где 𝑈{1…𝑡} – управление роботом в момент времени 𝑡; 

𝑍{1…𝑡} = {𝑍1, 𝑍2, … , 𝑍𝑡}, где 𝑍{1…𝑡} − обозреваемая роботом окружающая среда в момент вре-

мени t; 

𝑋{1…𝑡} = {𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑡}, где 𝑋{1…𝑡} − местоположение робота в момент времени 𝑡. 

С учётом наличия карты местности m функция траектории движения робота может быть 

записана в виде 𝑃(𝑋{1…𝑡} ,𝑚|𝑍{1…𝑡}, 𝑈{1…𝑡}). 

Существует множество реализаций SLAM:  

 Feature-based SLAM: использует легко идентифицируемые элементы в среде и с учётом 

местоположения этих ориентиров строят внутреннее представление о состоянии среды, 

в которой робот находится. Исторически первый и наиболее используемый по сей день 

метод. 
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 Graph-based SLAM: карта представляется в виде графа, вершины которого - позы робота 

в разное время, а рёбра – пространственные ограничения. По этому графу определяется 

наиболее вероятная поза с учётом рёбер графа. 

 Grid-based SLAM: среда, в которой находится робот, разбивается на сетку точек, каждая 

из которых может принимать три значения - занята препятствием, свободна или не ис-

следована. Наиболее простой в представлении метод. 

 Topological SLAM – топологическое описание карты, в котором легко различимые зна-

чимые места заносятся в узлы графа. 

 Semantic SLAM – семантическое представление карты местности, главная идея заключа-

ется в сопоставлении объектов местности с семантическими концепциями в составлен-

ной карте. 

3. Учебный курс по робототехнике для студентов магистратуры 

Учебная программа по робототехнике в институте ИТММ ННГУ им. Н.И.Лобачевского, 

предназначенная для студентов магистратуры, обучающихся по специальности «Программная 

инженерия», преследует следующие цели:  

1. Знакомство с современными подходами в программировании промышленных и бытовых 

роботов. 

2. Комплексный обзор методов и алгоритмов, использующихся в робототехнике. 

В рамках первой цели рассматривается использование экосистемы ROS (англ. Robot 

Operating System) – специализированной надстройки над ОС Linux/Windows для распределённой 

обработки данных, которая существенно упрощает разработку сложных приложений для управ-

ления роботами и/или системой роботов. Это достигается введением таких абстракций, как node 

и topic – программная абстракция для запуска отдельно взятой программы, отвечающей за какой-

то аспект функционирования робота и области памяти, хранящей данные соответственно.  

В рамках второй цели студентам предлагаются к рассмотрению такие задачи, как реализация 

автоматического управления электронным устройством, реализация средств контроля и диспет-

черизации. Примеры задач - автономное движение и навигация, системы управления автоном-

ными транспортными средствами. 

Актуальность и полезность данного курса заключается в начальной подготовке специали-

стов-разработчиков робототехнических систем. Курс активно дорабатывается по результатам 

освоения материала студентами и современными тенденциями и потребностями на рынке труда 

и в сфере робототехники. В частности, планируется миграция на систему ROS2, являющуюся 

дальнейшим развитием ROS, а также включение в курс рассмотрение таких вопросов, как задачи 

компьютерного зрения, использование искусственного интеллекта в анализе поступающих дан-

ных и поддержке принятия решений. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЯ 

ИТЕРАЦИОННОГО АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ 

НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ 

И СТАТИСТИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ  

А.А. Бусалов1, А.В. Калинин1,2, А.А. Тюхтина1,2 

1Нижегородский университет им. Н.И. Лобачевского 
2Институт прикладной физики РАН 

В данной работе приведен алгоритм распараллеливания при численном решении не-

линейной системы переноса излучения и статистического равновесия с использова-

нием стандарта OpenMP. В рамках работы разработано два подхода к распараллелива-

нию: по угловым и по пространственным переменным. Приведены исследования эф-

фективности реализованных алгоритмов. Внедрение распараллеливания на общей па-

мяти позволило существенно сократить календарное время расчетов. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение переноса, параллельные вычисления, эффек-

тивность распараллеливания, стандарт OpenMP. 

 

1. Введение 

Численное моделирование процессов переноса излучения и взаимодействия излучения с ве-

ществом является исключительно трудной задачей, что обусловлено большой размерностью се-

точных уравнений и спецификой моделируемого процесса [1-3]. В работах [4,5] был теоретиче-

ски обоснован и численно исследован линеаризующий итерационный алгоритм решения нели-

нейной задачи теории переноса излучения и статистического равновесия в диффузионном и ки-

нетическом приближениях. Однако, время проведения расчетов, особенно в оптически плотных 

и разноплотных средах по разработанному алгоритму с подробной дискретизацией фазового 

пространства было велико из-за большой размерности сеточных уравнений. В связи с этим внед-

рение распараллеливания в существующий алгоритм, с целью сокращения времени счета, явля-

ется актуальной задачей. 

В рамках данной работы рассмотрены вопросы, связанные с внедрением и тестированием 

модели распараллеливания на общей памяти с использованием стандарта OpenMP в разработан-

ный ранее линеаризующий итерационный алгоритм. 

2. Постановка задачи 

Нелинейная система интегро-дифференциальных уравнений переноса излучения и стати-

стического равновесия в пространственно многомерном случае, соответствующая модели двух-

уровневого атома в рамках предположения о полном перераспределения излучения по частоте 

имеет вид [1,2]: 
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1 2( , ) ( , ) ( )C t x C t x f x   (3) 

для определения интенсивности излучения ( , , , )x t    и концентраций 1( , )C x t  и 2 ( , )C x t  атомов, 

находящихся в основном и в возбужденном состояниях соответственно. 

Здесь     3 3 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , : 1 ,x x x x G R R                  00, ;I  

 0, , 0;t T T G   – выпуклое ограниченное множество с гладкой границей G , имеющей 

всюду внешнюю нормаль  ( )n x x G . Система (1) - (3) дополняется начальными и гранич-

ными условиями: 

    ( , , , ) 0, , , ( ) 0, , , 0, ,x t x G n x I t T            (4) 

 0( , , ,0) ( , , ).x x       (5) 

3. Особенности программной реализации и исследования 

эффективности распараллеливания 

Внедрение OpenMP распараллеливания потребовало внесения существенных изменений в 

структуру данных программы решения уравнения переноса в диффузионном и кинетическом 

приближениях в пространственно многомерном случае. Двумерная декомпозиция характеризу-

ется двумя переменными: Nx – число OpenMP разбиений по переменной X (по столбцам про-

странственной сетки); Ny – число OpenMP разбиений по переменной Y (по строкам простран-

ственной сетки). На рисунке 1 показана геометрическая декомпозиция двумерной области (крас-

ным выделены границы OpenMP фрагментов). 

 

 

Рис. 1. Геометрическая декомпозиция двумерной области  

(красным выделены границы OpenMP фрагментов) 

Данная схема практически не имеет ограничений по масштабируемости (ограничение 

только в числе строк и столбцов), в отличие от схемы распараллеливания по угловым перемен-

ным. Кроме того, данная схема является универсальной для кинетического и диффузионного 

приближений, так как в диффузионном приближении нет зависимости от угловых переменных. 

Для тестирования была выбрана задача о распространении излучения в разнопплотной 

среде. Постановка подробно описана в работе [4]. Исследование эффективности распараллели-

вания проводилось методом дробления при фиксированном числе пространственных точек. 

В таблице 1 приведены временные характеристики расчетов и показатели эффективности, 

рассчитанные по формуле:  

 1 100%
n

t
E

t n
 


, (6) 

где n  -–число процессоров, 1t  – время счета на одном процессоре, nt  – время счета на n  процес-

сорах. 
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Таблица 1. Результаты тестирования задачи методом дробления 

Число точек Число процессоров Время счета, сек Эффективность,% 

100000 

1 24.67 - 

2 12.58 95 

4 7.21 86 

8 3.94 78 

 

По результатам, приведенным в таблице 1 видно, что получена достаточно хорошая масшта-

бируемость при эффективности распараллеливания выше 70%. Кроме того, внедрение OpenMP 

распараллеливания позволило существенно сократить время расчетов и повысить точность (по-

явилась возможность более детальной дискретизации фазового пространства) 
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ГИБРИДНЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ 

КОМПОНЕНТ ИНТЕГРАЛЬНЫХ СХЕМ 

М.А. Быкова, А.А. Урмаев, А.И. Яушева, Д.В. Пачурина, Д.И. Попугаев 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

В работе рассматривается задача размещения компонент интегральных схем. Решение 

задачи традиционно разбивается на два больших этапа – этап глобального размещения 

и этап детального размещения. В работе рассматривается этап детального размещения.  

Представлена математическая постановка задачи. Предлагается гибридный алгоритм 

решения этапа детального размещения. 

Ключевые слова: размещение элементов интегральных схем, глобальное размещение, 

детальное размещение, гибридный алгоритм. 

 

1. Введение 

Физическое проектирование электронных систем включает следующие этапы: компоновка 

электронной схемы, планирование пространства изделия, размещение компонентов в простран-

стве изделия, трассировку электронных цепей. Практические задачи физического проектирова-

ния нередко имеют большие порядки. Так, например, число элементов современных интеграль-

ных схем с субмикронными топологическими нормами может достигать 109.  

Размещение – это процесс определения расположения схемотехнических устройств на опре-

деленной поверхности. Это важный этап в процессе проектирования интегральных схем, по-

скольку он влияет на реализуемость трасс цепей, производительность итогового изделия, рас-

пределение тепла по поверхности кристалла и, в меньшей степени, на энергопотребление кон-

струкции. 

В данной работе представлено содержательное описание задачи размещения, ее математи-

ческая постановка, описан разработанный гибридный алгоритм решения задачи. 

2. Содержательное описание задачи 

В задаче размещения компонент электронных схем имеются: размещаемые элементы пря-

моугольной формы с их размерами (требуемое количество посадочных мест по горизонтали и 

вертикали); схема, описывающая связи между элементами, которые реализуются в виде провод-

ников; монтажное пространство прямоугольной формы с заданными размерами (количество по-

садочных мест по горизонтали и вертикали). В задаче требуется для каждого элемента указать 

его монтажную позицию. Допустимость размещения определяется ограниченной вместимостью 

монтажных позиций.  

Размещение – сложная с точки зрения вычислений задача. Даже простой случай размещения 

схемы только с модулями единичного размера и 2-контактными сетями вдоль прямой линии для 

минимизации общей длины трасс цепи является NP-полным [1]. Проблема размещения совре-

менных интегральных схем гораздо сложнее. 

Сложность, объём исходных данных и число неизвестных в задачах размещения таковы, что 

этап размещения разбивается на несколько управляемых этапов. Основными этапами являются 

этап глобального размещения и этап детального размещения. В работе также предлагается доба-

вить этап локальной оптимизации. 

Первый этап заключается в поиске решения «огрубленной» задачи размещения – отказ от 

учета ряда ограничений и некоторых исходных данных, позволяет значительно упростить задачу 

и обеспечивает поиск приемлемого решения за разумное время. Как правило отказываются от 

необходимости размещать элементы строго в посадочные места, а также игнорируются факты 
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взаимного перекрытия размещенных компонент интегральной схемы. Такой этап получил назва-

ние глобального размещения. 

Второй этап заключается в корректировке решения задачи глобального размещения. Так как 

с точки зрения общего распределения элементов по кристаллу решение в целом имеет приемле-

мое качество, то это дает возможность сконцентрироваться на локальных изменениях и коррек-

тировках решения. Такой подход обеспечивает возможность декомпозиции общей задачи разме-

щения на серию локальных задач, которые по объёму исходных данных и числу неизвестных 

значительно меньше исходной проблеме. Комплекс задач, решаемых на этом этапе, называют 

задачами детального размещения. 

Третий этап заключается в локальной оптимизации решения, полученного в результате ра-

боты первых двух этапов. Алгоритм локальной оптимизации пытается еще улучшить найденное 

размещение с точки зрения оценки длин будущих трасс, а также разместить элементы, которые 

не удалось разместить в результате работы этапа детального размещения. 

В данной работе исследование сконцентрировано на втором и третьем этапах решения за-

дачи. 

3. Математическая постановка задачи размещения 

Как говорилось выше, задача размещения элементов интегральной схемы решается в не-

сколько этапов. Основными этапами являются этап глобального размещения и этап детального 

размещения. В работе предполагается, что этап глобального размещения уже реализован, и по-

лучены начальные (глобальные) координаты элементов схемы. Приведем математическую по-

становку для задачи детального размещения. 

Гиперграфом 𝐺(𝑉, 𝐸) будем моделировать электронную схему, где 𝑉 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛} – множе-

ство элементов схемы; 𝐸 ⊆ 2𝑉 –  связи между элементами (как электрическая цепь связывает 

несколько элементов схемы, так и её математическая модель – гиперребро связывает несколько 

соответствующих вершин графа). 

Каждый элемент 𝑣𝑖  характеризуется собственным размером 𝑤𝑖 = (𝑤𝑖1, 𝑤𝑖2) ∈ 𝑍
2 , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅. 

Размеры определяют количество посадочных мест кристалла, занимаемых элементом по гори-

зонтали и вертикали. 

Пусть монтажное пространство имеет размеры (W,H). Пусть на монтажном пространстве 

имеется 𝑚 посадочных мест 𝑗 ∈ {1,… ,𝑚}, каждое из которых характеризуется местоположением 

в двумерном пространстве кристалла 𝑝𝑗 = (𝑝𝑗1, 𝑝𝑗2) ∈ 𝑍
2.  

Вектор, определяющий размещение вершин на кристалле 𝑥⃗ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), будет решением 

задачи. Отметим, что элемент вектора 𝑥𝑖 определяет положение левого верхнего угла элемента 

𝑣𝑖, в то время как сам элемент занимает прямоугольную область согласно своим размерам. 

 𝑥𝑖 ∈ {1,… ,𝑚} , 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅ (1) 

При этом значение 𝑝𝑥𝑖 соответствует позиции размещения элемента 𝑣𝑖. 

Сформулируем требование, чтобы никакая пара размещенных элементов не пересекалась:  

 

𝑝𝑥𝑖1 +𝑤𝑖1 ≤ 𝑝𝑥𝑗1 или 𝑝𝑥𝑗1 +𝑤𝑗1 ≤ 𝑝𝑥𝑖1
𝑝𝑥𝑖2 +𝑤𝑖2 ≤ 𝑝𝑥𝑗2 или 𝑝𝑥𝑗2 +𝑤𝑗2 ≤ 𝑝𝑥𝑖2

𝑝𝑥𝑖1 +𝑤𝑖1 ≤ W

𝑝𝑥𝑖2 +𝑤𝑖2 ≤ H

𝑖 ≠ 𝑗,   𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅.

 (2) 

Система ограничений (1), (2) учитывает исполнение требований размещения всех компо-

нент строго в собственные посадочные места и размещения в рамках посадочного места не более 

одного компонента.  

Таким образом, система ограничений (1), (2) обеспечивает все существенные требования де-

тального размещения. 

В основу функции цели предлагается положить вычислительно простые оценки длин HPWL, 

основанные на вычислении полупериметра ограничивающего прямоугольника каждой цепи: 

𝑙(𝑥, 𝑒) = (𝑚𝑎𝑥
𝑖∈𝑒

{𝑥𝑖1} − 𝑚𝑖𝑛
𝑖∈𝑒

{𝑥𝑖1}) + (𝑚𝑎𝑥
𝑖∈𝑒

{𝑥𝑖2} − 𝑚𝑖𝑛
𝑖∈𝑒

{𝑥𝑖2}). 
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Основная цель в задаче глобального размещения – минимизация оценки длины трасс цепей, 

которую можно записать в виде: 

 𝐹(𝑥) = ∑ 𝑙(𝑥, 𝑒)𝑒∈𝐸 → 𝑚𝑖𝑛 (3) 

Задачу (1)-(3) поиска размещения 𝑥⃗ будем называть задачей детального размещения элемен-

тов интегральной схемы. 

4. Алгоритм решения задачи размещения 

Общий алгоритм решения задачи состоит из следующих этапов: 

1. Решение задачи глобального размещения; 

2. Решение задачи детального размещения; 

3. Локальная оптимизация полученного решения. 

Опишем методы, предлагаемые для реализации каждого этапа алгоритма. 

4.1. Многоуровневый алгоритм решения задачи глобального размещения 

Для решения задачи глобального алгоритма предлагается использовать многоуровневый ал-

горитм [2]. 

Центральной идеей многоуровневого метода является последовательное редуцирование раз-

мерности задачи путем обобщения информации о задаче и включения в редуцированный вариант 

наиболее существенных данных, решение редуцированной задачи и последовательное восста-

новление полученного решения до размерности исходной задачи. При этом на каждом этапе вос-

становления выполняется улучшение восстанавливаемого решения с учетом добавления раннее 

исключенных из рассмотрения данных. Многоуровневые методы с успехом применяются для 

решения задач разбиения графа [3], коммивояжера [4] и многих других.  

Таким образом, вместо поиска решения на исходном графе происходит построение иерар-

хии порожденных графов, в который каждый следующий строится на основе предыдущего и 

имеет меньшие размеры относительно родительского. Последний граф имеет наименьшую раз-

мерность, и для него выполняется поиск начального решения. Начальное решение строится на 

основе модифицированного алгоритма силовой укладки графа [5]. На основе полученного реше-

ния происходит восстановление решения на исходном графе. Редуцированный граф поэтапно 

восстанавливается, при этом на каждом шаге восстановления происходит локальная оптимиза-

ция решения также на основе модифицированного алгоритма силовой укладки графа. 

4.2. Гибридный алгоритм решения задачи детального размещения 

Суть гибридного алгоритма состоит в разбиении области монтажного пространства на реги-

оны, на каждом из которых отдельно решается задача детального размещения, а затем получен-

ные результаты объединяются.  

Для решения задачи в каждом регионе можно применить любой алгоритм детального раз-

мещения. В работе предлагается последовательное применение радиального алгоритма и алго-

ритма тетрис, описанных ниже. Особенность радиального алгоритма состоит в том, что он рав-

номерно распределяет элементы по области, а алгоритм тетрис наоборот группирует элементы, 

располагая их более плотно. В результате работы этих алгоритмов могут остаться неразмещен-

ные элементы. 

После объединения результатов, полученных в каждом из регионов, запускается процедура 

доразмещения неразмещенных ранее элементов в образовавшиеся промежутки. 

На схеме (см. рис. 1) показаны исходные данные задачи размещения. 
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Рис. 1. Исходные данные задачи 

На рис. 2 показаны основные этапы работы алгоритма. 

 

 

Рис. 2. Этапы работы алгоритма размещения 

Так как вычисления в каждом из регионов независимы, гибридный алгоритм допускает воз-

можность распараллеливания, что потенциально может позволить сократить время его работы. 
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4.3. Радиальный алгоритм детального размещения 

Алгоритм осуществляет размещение элементов на кристалле, основываясь на целевых ко-

ординатах, полученных на этапе глобального размещения. Алгоритм состоит из следующих эта-

пов: 

1. Устанавливается радиус отклонения от целевых координат; начальное отклонение 

равно нулю; 

2. На основе целевых координат и текущего радиуса отклонения генерируются все воз-

можные координаты для размещения элемента; 

3. Каждая сгенерированная координата последовательно проверяется на допустимость: 

если текущий элемент можно разместить на кристалле по указанной координате с учетом его 

размеров, то элемент размещается. Алгоритм переходит на пятый этап. Если подходящей обла-

сти не найдено, алгоритм переходит к четвертому этапу; 

4. Если для текущего элемента не удалось найти место с заданным радиусом отклонения, 

радиус увеличивается, и алгоритм возвращается ко второму этапу; 

5. Если радиус отклонения достигает максимального допустимого значения и подходящих 

координат для размещения элемента не найдено, элемент остаётся неразмещённым, и за это 

начисляется штраф; 

6. Если все элементы обработаны, алгоритм завершает работу и рассчитывает значения 

критериев задачи. В противном случае, он переходит к следующему элементу и повторяет цикл, 

начиная с первого этапа. 

4.4. Алгоритм детального размещения Тетрис 

Алгоритм Тетрис, который будет описан далее, основан на алгоритме из статьи [6] и его 

модификации, представленной в [7]. 

Алгоритм может работать в двух режимах: горизонтальном и вертикальном. В горизонталь-

ном режиме элементы сортируются по возрастанию их x-координаты, при этом первоначальные 

места-кандидаты определяются по столбцу с нулевой x-координатой. В вертикальном режиме 

сортировка осуществляется по возрастанию y-координаты, а места-кандидаты задаются по 

столбцу с нулевой y-координатой. Кроме того, при сортировке можно учитывать размеры эле-

ментов (по одной из координат или их общие размеры). 

Размещение элементов происходит в порядке, определённом их сортировкой. Ниже описан 

алгоритм для горизонтального размещения.  

1. Устанавливается маркер для отслеживания статуса размещения элемента. 

2. Вычисляется расстояния до возможных мест для размещения элемента. После этого ме-

ста-кандидаты сортируются по возрастанию полученного расстояния. 

3. Места-кандидаты проверяются последовательно на возможность размещения в них эле-

мента. Если в прямоугольной области, подходящей под топологию элемента, (от левого верхнего 

угла (сгенерированные координаты) до правого нижнего угла (сгенерированные координаты + 

топология элемента)) все места на кристалле свободны и эта область не выходит за пределы 

кремниевой подложки, то соответствующие ячейки в булевой матрице помечаются как занятые, 

и элемент считается размещённым на подложке. После этого алгоритм переходит на следующий 

этап. В случае отсутствия подходящей области, элемент остаётся не размещённым. 

4. После завершения попыток размещения элемента, производится пересчет мест-канди-

датов для размещения последующих элементов. 

4.5. Алгоритм локальной оптимизации 

Алгоритм локальной оптимизации пытается еще улучшить полученное решение. Идея алго-

ритма основана на алгоритме FastDP [8]. 

Алгоритм состоит из следующих шагов: 

1. Определение оптимального региона 

a. Для каждого элемента найти цепи, связанные с элементом; 
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b. Вычислить ограничивающий прямоугольник, включающий все элементы цепей, 

найденных на предыдущем шаге, но не включающий текущий элемент; 

c. Определить оптимальный регион для текущего элемента как геометрический центр 

полученного прямоугольника; 

2. Поиск свободного места и принятие решение о перемещении элемента 

a. Выбрать позиции оптимального региона, в которые можно пометить текущий эле-

мент с учетом его размеров; 

b. Оценить длину трасс цепей с учетом нового положения элемента. Если длина цепей 

улучшилась, то элемент занимает место. 

5. Заключение 

В работе рассмотрена актуальная задача размещения элементов интегральных схем, описан 

разработанный алгоритм ее решения. 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ФУНКЦИЙ УМНОЖЕНИЯ ПЛОТНОЙ 

ЛЕНТОЧНОЙ МАТРИЦЫ НА ВЕКТОР1* 

А.А. Воденеева, К. И. Ковалев, Е.А. Козинов, А.Ю. Пирова,  

А.В. Устинов, В.Д. Волокитин, И.Б. Мееров 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

Библиотеки базовых операций линейной алгебры (BLAS) необходимы для работы 

большого числа научных и инженерных пакетов, решающих задачи численного моде-

лирования. OpenBLAS – одна из широко используемых реализаций стандарта BLAS, 

оптимизированная под различные архитектуры и типы процессоров. Несмотря на вы-

сокие показатели производительности для большинства функций библиотеки, были 

выделены функции, нуждающиеся в дополнительной оптимизации на процессорах 

x86. В работе предложен новый алгоритм векторизации функций умножения ленточ-

ной матрицы на вектор. Вычислительные эксперименты показали, что предлагаемый 

алгоритм позволяет в 1,5-2 раза увеличить производительность таких функций для 

матриц с узкой шириной ленты. 

Ключевые слова: BLAS, умножение матрицы на вектор, векторизация. 

 

1. Введение 

Во многих вычислительных задачах механики, физики и других научных областях процесс 

вычислений сводится к многократному решению задач линейной алгебры: решению систем ли-

нейных уравнений, SVD-разложению, поиску собственных чисел и собственных векторов и др. 

В основе всех этих задач лежат базовые операции над векторами и матрицами: умножение мат-

рицы на вектор, умножение двух матриц, скалярное произведение векторов и др. От эффектив-

ности их реализации зависит производительность больших пакетов для численного моделирова-

ния. В 1979 г. был разработан стандарт BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) – стандартный 

интерфейс библиотек для базовых операций линейной алгебры [4], а также разработана эталонная 

реализация refblas. Все функции в стандарте BLAS разделены на три группы: BLAS первого уровня 

– операции между векторами (сложение векторов, скалярное произведение векторов и др.), BLAS 

второго уровня – операции между векторами и матрицами (умножение матрицы на вектор и др.), 

BLAS третьего уровня – операции между матрицами (умножение матриц, решение СЛАУ с тре-

угольной матрицей и др.). В настоящее время разработано большое число реализаций стандарта, 

адаптированных для различных архитектур: Intel oneAPI MKL, Goto BLAS, Netlib BLAS, ATLAS 

(процессоры х86), ACML (процессоры AMD), cuBLAS, CLBlast (GPU) и др. Среди открытых биб-

лиотек большой популярностью в научном сообществе пользуется библиотека OpenBLAS [2], ко-

торая содержит низкоуровневые оптимизированные реализации функций для различных типов 

процессоров, в том числе, для процессоров Intel, AMD и новых процессоров архитектуры RISC-V 

[5].  

В большинстве библиотек линейной алгебры оптимизация функции под архитектуру подра-

зумевает использование векторных SIMD инструкций. В связи с постоянным развитием аппарат-

ного обеспечения, распространением процессоров новых типов, создание и поддержание высокой 

производительности библиотек для функций линейной алгебры остается актуальной задачей. От-

метим, что сейчас многими научными и индустриальными группами решается задача переноса су-

ществующего программного обеспечения на процессоры архитектуры RISC-V, в том числе, биб-

лиотеки линейной алгебры OpenBLAS [6, 7].  

Конечной целью работы является разработка оптимизированных реализаций для нескольких 

базовых алгоритмов линейной алгебры для процессоров архитектур x86 и RISC-V. В качестве ба-

                                                      
1* Работа выполнена при поддержке программы академического лидерства ННГУ "Приоритет-2030" 
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зовой реализации на х86 выбрана библиотека OpenBLAS. В данной работе решается задача опти-

мизации функций умножения ленточной матрицы на вектор. Матрицы такого типа возникают при 

численном решении некоторых дифференциальных уравнений в частных производных, например, 

при решении задачи Дирихле для уравнения Пуассона итерационными методами. В работе пред-

лагается новый алгоритм умножения ленточной матрицы на вектор с использованием SIMD ин-

струкций. 

Работа построена следующим образом. В разделе 2 описывается новый векторный алгоритм 

умножения ленточной матрицы на вектор. В разделе 3 приводятся результаты вычислительных 

экспериментов. В заключении приводятся выводы и планы дальнейшей работы. 

2. Оптимизация алгоритма умножения ленточной матрицы на вектор 

На этапе предварительного тестирования OpenBLAS были выбраны три функции для даль-

нейшей оптимизации:  

gbmv – умножение матрицы на вектор для ленточной матрицы общего вида  

(𝑦 = 𝛼 × 𝑜𝑝(𝐴)𝑥 + 𝛽𝑦), 

sbmv – умножение симметричной ленточной матрицы на вектор (𝑦 = 𝛼𝐴𝑥 + 𝛽𝑦),  

tbmv – умножение треугольной ленточной матрицы на вектор (𝑥 = 𝑜𝑝(𝐴)𝑥 ), 

здесь 𝐴 – матрица, 𝑜𝑝(𝐴) = 𝐴 или 𝑜𝑝(𝐴) = 𝐴𝑇, 𝑥, 𝑦 – вектора, 𝑎, 𝛽 – скаляры.  

В базовой версии алгоритма произведение  𝑜𝑝(𝐴)𝑥  вычисляется в цикле по строкам мат-

рицы, на каждой итерации которого строка матрицы векторной операцией умножается на фраг-

мент вектора 𝑥 (рис. 1, а). В библиотеке OpenBLAS для этого вызываются операции BLAS пер-

вого уровня – AXPY (сложение векторов, 𝑦 =  𝑎𝑥 + 𝑦, где 𝑥, 𝑦 – вектора, 𝑎 – скаляр) или DOT 

(скалярное произведение векторов, 𝑟 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑛−1
𝑖=0 , где 𝑥, 𝑦 – вектора), которые векторизованы для 

различных архитектур и наборов векторных инструкций. Однако, в случае малого числа диаго-

налей (например, для типа double меньше 8 диагоналей) в строке матрицы меньше элементов, 

чем максимально возможно загрузить в векторный регистр, и для функций AXPY и DOT вызы-

ваются скалярные версии. Для возможности использования векторных инструкций на матрицах 

с малым числом диагоналей было предложено изменить порядок обхода матрицы: вместо обхода 

по строкам использовать обход по диагоналям, поскольку в диагонали можно выделить блоки 

элементов, помещающихся в векторный регистр (рис. 1, б). В этом случае векторные операции 

сложения и умножения выполняются между элементами диагонали и элементами векторов 𝑥, 𝑦.  

 

Рис. 1. Cпособ обхода матрицы для функций gbmv, tbmv, sbmv 

3. Вычислительные эксперименты 

3.1 Методика тестирования 

Тестирование проводилось на узле кластера «Лобачевский» со следующими характеристи-

ками: Intel(R) Xeon(R) Silver 4310T CPU, частота 2.30GHz, память 64 Gb, L2 кэш 1.2 Мб; опера-

ционная система CentOS 7.0, компилятор gcc-9.5.0. В качестве базовой реализации использова-

лась библиотека OpenBLAS v. 0.3.28, для проверки корректности и производительности исполь-

зовался пакет BLAS-Tester [3]. Для реализации собственных алгоритмов использовался набор 
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векторных инструкций AVX-512. Результаты для функции tbmv приведены для не транспониро-

ванных нижне-треугольных матриц с не единичной главной диагональю.  

3.2 Результаты вычислительных экспериментов 

На рис. 2 показана производительность функции tbmv в референсной реализации и после 

оптимизации при разном числе диагоналей. Из графика видно, что при числе диагоналей меньше 

8 оптимизированная версия опережает исходную в 1.26–2.11 раз (чем меньше число диагоналей, 

тем больше выигрыш). При дальнейшем увеличении числа диагоналей исходная реализация не-

значительно, до 6%, опережает оптимизированную. Это соответствует ожиданиям, поскольку 

при вызове функции AXPY все ненулевые элементы строки будут загружены в векторные реги-

стры. 

 

 

Рис. 2. Производительность функции tbmv до и после оптимизации  

в зависимости от числа диагоналей.  

Размер матрицы – 1 млн. строк, lda – число диагоналей 

На рисунке 3 показана производительность функции tbmv при увеличении размера матрицы 

и фиксированном числе диагоналей. Из графика видно, что производительность референсной и 

оптимизированной версий при изменении размера матрицы изменяется незначительно, и, в сред-

нем, оптимизированная версия опережает исходную в 1.6 раз.  

 

Рис. 3. Производительность функции tbmv до и после оптимизации в зависимости от размера матрицы.  

n – размер матрицы, число диагоналей – 5 

Заключение 

В работе рассматривается задача оптимизации функций умножения ленточной матрицы на 

вектор. Матрицы такого вида встречаются, в частности, при численном решении уравнения 

0,0

200,0

400,0

600,0

800,0

1000,0

1200,0

1400,0

1600,0

2 3 4 5 6 7 8 9

Mflop

lda

OpenBLAS_reference ObenBLAS_optimized

0,0

200,0

400,0

600,0

800,0

1000,0

1200,0

1400,0

1600,0

1800,0

1,0E+05 2,0E+05 3,0E+05 4,0E+05 5,0E+05 7,0E+05 8,0E+05 9,0E+05 1,0E+06

Mflop

n

OpenBLAS_reference OpenBLAS_optimized



 

30 

Пуассона. В качестве базовой реализации была выбрана библиотека с открытым исходным ко-

дом OpenBLAS, широко используемая в научном сообществе. Оптимизация была выполнена с 

использованием векторных инструкций AVX-512 для процессоров архитектуры х86, и позволила 

увеличить производительность рассматриваемых функций до 1,5 – 2 раз для матриц с узкой ши-

риной ленты. В дальнейшем предполагается перенос оптимизированных алгоритмов для процес-

соров архитектуры RISC-V. 

В целом, оптимизация базовых функций линейной алгебры является актуальной задачей, 

поскольку при появлении новых процессоров и вычислительных архитектур требуется поддер-

живать высокую производительность базовых математических библиотек, повсеместно исполь-

зующихся в научном сообществе и индустрии.  
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ОБРАБОТКА ЭКСПЕРИМЕНТОВ СОУДАРЕНИЯ КАПЛИ 

С ПОДЛОЖКОЙ И БИНАРНЫЙ КЛАССИФИКАТОР 

РАЗРУШЕНИЯ КАПЛИ 

М.Д. Вульф1, Д.С. Жариков2, Д.С. Коломенский1 
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В ходе работы были созданы классификаторы для точного определения взаимодей-

ствия суспензии и подложки, что важно для капельной 3D-биопечати. Описана уста-

новка для нанесения материала, регулирующая скорость и размер капель. Полученные 

данные экспериментов использовались для построения моделей машинного обучения, 

прогнозирующих тип соударения капель с подложками. Установка для разбрызгива-

ния капель позволяет контролировать процесс с высокой точностью. Ручная разметка 

видео и обработка данных позволили построить модели машинного обучения, пред-

сказывающие тип соударения капли и подложки. Важные переменные были выявлены 

с помощью интерпретации коэффициентов линейной модели и инструментов Cat-

Boost. 

Ключевые слова: Генератор капель, столкновение капли, суспензии, капельная 3D-био-

печать, машинное обучение 

 

1. Введение 

Капельная 3D-биопечать представляет собой одну из наиболее перспективных технологий в 

биомедицине, позволяя создавать сложные структуры для различных медицинских нужд. Эта 

технология обеспечивает возможность разработки индивидуализированных моделей для каж-

дого пациента, что существенно увеличивает эффективность и точность лечебных процессов. 

Хотя взаимодействие капли однофазной жидкости со стенкой хорошо изучено и может быть 

предсказано с помощью безразмерных чисел, жидкости с крупными частицами не подчиняются 

этим закономерностям. Для их исследования необходимо провести экспериментальные работы, 

и целесообразно применить методы машинного обучения, что и является новшеством данной 

исследования. 

Практическая значимость работы заключается в том, что разработанные ML-

классификаторы, определяющие тип соударения суспензии с подложкой, могут быть использо-

ваны в будущем в капельной 3D-биопечати.  

В рамках исследования проведены эксперименты по нанесению суспензий на различные 

подложки. Видеозаписи соударения капель с подложками были вручную размечены и проанали-

зированы на предмет возможных ошибок в классификации. Полученные данные подверглись 

анализу для выявления потенциальных взаимосвязей. С помощью различных логических усло-

вий был разработан целевой показатель разбрызгивания – Breaking up. На основе этих парамет-

ров были созданы модели машинного обучения для прогнозирования типов соударения капель с 

разнообразными подложками. 

2. Описание установки и экспериментов 

2.1. Описание установки 

В данной работе представлена испытательная установка, которая включает в себя блок ге-

нератора капель, подложку, микроконтроллер, источник света, две высокоскоростные камеры – 

фронтальную и верхнюю, а также настольный ПК, размещенные на раме стендовой испытатель-
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ной установки [1]. ПК и микроконтроллер выполняют функции синхронизации генератора ка-

пель с камерами и источником света, а также обеспечивают регистрацию температуры и влаж-

ности окружающего воздуха. Кроме того, установка позволяет получать капли необходимого 

размера. 

2.2. Описание экспериментов 

Для сравнения результатов ударов по различным поверхностям был использован 52,5%-ный 

водный раствор глицерина с частицами полиэтилена. В зависимости от смачиваемости подложки 

результаты воздействия капель суспензии на стенки варьировались от растекания до отскакива-

ния. Испытания с одним и тем же субстратом и идентичными частицами применялись для сопо-

ставления результатов воздействия различных жидкостей. 

Эти тесты продемонстрировали, что тип результата удара также зависит от вязкости жидко-

сти и поверхностного натяжения, изменяясь от растекания до разбрызгивания. Испытания с тем 

же субстратом и дистиллированной водой в качестве суспензии позволили сравнить результаты 

воздействия суспензий с различными размерами частиц полиэтилена. Было установлено, что 

форма пятна и распределение частиц в пространстве чувствительны к размеру частиц. 

3. Разметка данных и моделирование 

3.1. Записи экспериментов 

В качестве данных для разметки в данной работе были использованы видеоматериалы со-

ударения суспензий и подложек. Всего было просмотрено 395 видео, на 4 из которых отсутство-

вал момент соударения капель и поверхностей. При анализе использовались не только видеома-

териалы, снятые сбоку, но также и фото падения капель. Процесс соударения капли с поверхно-

стью был условно разделен на несколько этапов, каждый из которых представлен ниже. 

 

 

Рис. 1. Схема возможных состояний капли при соприкосновении с подложкой 

С помощью различных значений признаков и их комбинаций были составлены различные 

целевые показатели. В данной работе исследовались случаи, при которых происходило отделе-

ние мелких капель в процессе стягивания после соударения с поверхностью. Соотношение би-

нарных меток в обучающей и тестовой выборке представлено ниже (таблица 1). 

Таблица 1. Баланс классов 

 Количество “0” Количество “1” 

Обучающая выборка 218 79 

Тестовая выборка 55 20 
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3.2. Моделирование 

В процессе моделирования результатов соударения были применены различные модели би-

нарной классификации, однако для анализа выбраны две из них: логистическая регрессия и гра-

диентный бустинг CatBoost. Линейная модель предоставляет статистически значимую интерпре-

тацию признаков, в то время как CatBoost демонстрирует наивысшее качество по сравнению с 

другими распространенными классификаторами, такими как SVM, RandomForestClassifier, 

XGBoost, LogisticRegression и KN-классификатор. Для прогнозирования использовались безраз-

мерные параметры: число Вебера, число Рейнольдса, угол наклона подложки, отношение плот-

ности частиц к плотности жидкости, смачиваемость подложки, нелинейная комбинация чисел 

Вебера и Рейнольдса, отношение диаметра частиц к диаметру капли, а также шероховатость под-

ложки. Метрики качества представлены ниже (таблица 2). 

Таблица 2. Метрики качества 

 F1 ROC AUC 

Logistic Regression 0.76 0.82 

CatBoost 0.81 0.86 

 

Все признаки линейной модели, кроме отношения плотности частиц к плотности жидкости 

и шероховатости показывают статистическую значимость на уровне значимости 0.05. Для нели-

нейной модели наиболее значимыми признаками оказались число Рейнольдса, а также смачива-

емость (рис. 2). 
 

 

Рис. 2. Значимость признаков модели CatBoost 

4. Заключение 

В работе была описана установка для разбрызгивания капель, которая позволяет контроли-

ровать процесс разбрызгивания капель  с достаточно высокой точностью. Также была рассмот-

рена ручная разметка видео соударения капель с различными подложками и обработка размечен-

ных данных. Полученные результаты и проведенный EDA позволили построить модели машин-

ного обучения, который предсказывают возможный тип соударения капли и подложки с высокой 

точностью и стабильностью. Были показаны также наиболее важные и значимые переменные в 

процессе прогнозирования с помощью интерпретации коэффициентов линейной модели и встро-

енных инструментов библиотеки CatBoost. 
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РЕСУРСНАЯ СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

С УПРАВЛЕНИЕМ ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЕМ РЕСУРСА 

ДЛЯ АНАЛИЗА НАРЕЗКИ БЕСПРОВОДНОЙ СЕТИ1* 

И.Е.З. Гебриал1, К.А. Леонтьева1, И.А. Кочеткова1,2 

1Российский университет дружбы народов имени Патриса Лумумбы 
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» РАН 

В беспроводных сетях пятого и шестого поколения технология нарезки сети исполь-

зуется для создания нескольких виртуальных сегментов, изолированных друг от друга. 

Под изоляцией при этом понимается не нарушение качества обслуживания пользова-

телей одного сегмента при увеличении объема ресурса другого сегмента. В работе за-

дача перераспределения ресурса между сегментами сети анализируется при помощи 

управляемой ресурсной системы массового обслуживания и марковского процесса 

принятия решений. Ресурс между сегментами делится по частоте, а между пользова-

телями в каждом из сегментов – по времени. Управление состоит в выборе нового пе-

рераспределения частот при поступлении сигнала контроллера, осуществляющего мо-

ниторинг нарезки беспроводной сети.  

Ключевые слова: 5G, 6G, нарезка сети, ресурсная управляемая система, марковский 

процесс принятия решений. 

 

1. Введение 

Одной из главных целей сетей пятого поколения (5G) является предоставление высококаче-

ственных услуг и обеспечение быстрой передачи данных для пользователей [1]. Для достижения 

этой цели были разработаны различные технологии, в том числе и нарезка сети [2, 3]. Она поз-

воляет разделить физическую инфраструктуру на несколько виртуальных сегментов, каждый из 

которых соответствует определенному сценарию использования 5G, такому как расширенная 

мобильная широкополосная связь, массовая связь между машинами, а также сверхнадежная 

связь с низкой задержкой. 

В связи с важностью обеспечения максимального удовлетворения потребностей пользова-

телей и минимизации затрат возникает задача эффективного распределения ресурсов между 

этими сегментами [4, 5]. В этом случае возникает проблема перераспределения ресурсов. Для 

решения этой проблемы используются различные подходы, такие как марковские процессы при-

нятия решений, теория массового обслуживания [6, 7], машинное обучение [4], нейронные сети 

[8]. 

В данной работе рассматривается модель перераспределения ресурса между двумя сегмен-

тами. Одной из ее главных особенностей является динамическая временная нарезка сети, которая 

обеспечивает изоляцию между сегментами. Модель построена для работы без очередей, по-

скольку современные технические системы стремятся минимизировать их наличие и задержки. 

Это означает, что в таких системах проблема потери и блокировки запросов становится приори-

тетной. Кроме того, за счет включения механизмов изоляции и блокировки модель обеспечивает 

соблюдение требований и условий, определенных в соглашении об уровне обслуживания для 

различных сегментов. 

                                                      
1* Работа выполнена в рамках проекта № 025319-2-000 Системы грантовой поддержки научных проектов 

РУДН. 
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2. Системная модель 

Рассмотрим базового оператора, который является поставщиком ресурса, и двух виртуаль-

ных операторов – поставщиков услуг и четырех пользователей: A, B, C и D (рис. 1). Будем счи-

тать, что пользователи A и B относятся к первому виртуальному оператору, а пользователи C и 

D – ко второму. Распределение ресурса в первую очередь осуществляется по частоте, поэтому 

общий доступный диапазон частот 𝐹 распределяется между двумя операторами, образуя поддиа-

пазоны 𝐹1 и 𝐹2 соответственно. Кроме того, каждый пользователь каждого оператора занимает 

определенную долю временного кадра (фрейма), обеспечивая выполнение заранее заданных 

условий. 

  

Рис. 1. Системная модель 

Общий диапазон частот разделен на равные интервалы длины 𝑓0 и общее число таких интер-

валов определяется величиной 𝑀 = 𝐹/𝑓0. Планирование перераспределения ресурса осуществ-

ляется в рамках одного фрейма, который полностью разделяется между всеми пользователями 

сегмента, ∑ 𝑦𝑖𝑗
𝑡𝑛𝑖

𝑗=1 = 1, 𝑖 = 1,2. Мощность 𝑃 одинаковая для всех пользователей. Таким образом, 

требование к ресурсу определяется следующей тройкой параметров: 

𝒚𝑖𝑗(𝑚, 𝑛1, 𝑛2) = (𝑦𝑖𝑗
𝑓
= 𝐹𝑖(𝑚), 𝑦𝑖𝑗

𝑡 =
𝑧𝑖𝑗

∑𝑘=1
𝑛𝑖 𝑧𝑖𝑘

, 𝑦𝑖𝑗
𝑃 = 𝑃) , 𝑧𝑖𝑗 = (𝐹𝑖(𝑚)log2 (1 +

𝑃𝐺𝑡𝐺𝑃
𝑃𝐿𝑖𝑗(𝑁0 + 𝐼0)

))

−1

 

где количество частотных интервалов первого сегмента 𝑚 и количеством сессий на 𝑖-м сегменте 

𝑛𝑖, 𝑖 = 1,2.  

Описанная система может быть представлена в виде управляемой ресурсной системы мас-

сового обслуживания. В системе имеется два входящих пуассоновских потока запросов с интен-

сивностями 𝜆1 и 𝜆2, соответствующих двум операторам. Средний объем передаваемого эластич-

ного трафика при обслуживании пользователей 𝑖-го оператора распределен по экспоненциаль-

ному закону с параметром 𝜇𝑖. 
Для описания системы введены два порога скорости передачи данных:  

 𝑑𝑖 – минимальная гарантируемая скорость передачи данных, которую необходимо под-

держивать для каждого сегмента, 

 𝑏𝑖 – скорость передачи данных, при которой сохраняется изоляция между сегментами. 

При поступлении сигналов от контроллера происходит проверка необходимости перерас-

пределения ресурса. Интервалы между поступлениями таких сигналов также распределены по 

экспоненциальному закону с параметром 𝛿. 

 

Рис. 2. Управляемая система 
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3. Управляемая система массового обслуживания 

3.1. Марковский процесс принятия решений 

Марковский процесс принятия решений состоит из четырех компонент: пространства состо-

яний, множества действий, матрицы интенсивностей и функции вознаграждения 

(𝒳,𝒜(𝒙), 𝐐𝑎 , 𝑅(𝒙
′|𝒙, 𝑎)). Управление состоит в выборе нового значения 𝑚. При определении 

первой и второй компонент марковского процесса предполагалось, что все пользователи распо-

ложены на минимально возможном расстоянии от базовой станции, а фрейм разделен поровну 

между всеми пользователями каждого сегмента. Тогда максимальное число пользователей, удо-

влетворяющих этим условиям: 

𝑁𝑖(𝑚) =
𝐹𝑖(𝑚) 

𝑑𝑖
log2 (1 +

𝑃𝐺𝑡𝐺𝑝

𝑃𝐿0(𝑁0 + 𝐼0)
). 

Пространство состояний выглядит следующим образом: 

𝒳 = {𝒙 = (𝑚, 𝑛1, 𝑛2): 0 ≤ 𝑛1 ≤ 𝑁1(𝑚);  0 ≤ 𝑛2 ≤ 𝑁2(𝑚);  0 ≤ 𝑚 < 𝑀}. 
Максимальная скорость передачи данных определяется формулой: 

𝑏𝑖
max(𝑛i) = 𝑀𝑖(𝑛𝑖)𝑓0

1

𝑛𝑖
log2 (1 +

𝑃𝐺𝑡𝐺𝑃
𝑃𝐿0(𝑁0 + 𝐼0)

), 

где 𝑀1(𝑛1) =
𝑏1𝑛1

𝑓0 log2 (1 +
𝑃𝐺𝑡𝐺𝑝

𝑃𝐿0(𝑁0+𝐼0)
)
, 𝑀2(𝑛2) = 𝑀 −

𝑏2𝑛2

𝑓0 log2 (1 +
𝑃𝐺𝑡𝐺𝑝

𝑃𝐿0(𝑁0+𝐼0)
)
. 

Множество возможных действий 𝒜 = {0,⋯ ,𝑀}, 𝒜(𝑚, 𝑛1, 𝑛2) ⊆ 𝒜 запишем в виде системы: 

𝒜(𝑚, 𝑛1, 𝑛2) =

{
 

 
∅,                                                 (𝑚, 𝑛1, 𝑛2) ∈ 𝒳: 𝑏1

𝑚𝑎𝑥(𝑛1) ≤ 𝑏1, 𝑏2
𝑚𝑎𝑥(𝑛2) ≤ 𝑏2

{𝑚,⋯ ,𝑀 −𝑀2(𝑛2)},             (𝑚, 𝑛1, 𝑛2) ∈ 𝒳: 𝑏1
𝑚𝑎𝑥(𝑛1) ≤ 𝑏1, 𝑏2

𝑚𝑎𝑥(𝑛2) > 𝑏2
{𝑀1(𝑛1),⋯ ,𝑚},                       (𝑚, 𝑛1, 𝑛2) ∈ 𝒳: 𝑏1

𝑚𝑎𝑥(𝑛1) > 𝑏1, 𝑏2
𝑚𝑎𝑥(𝑛2) ≤ 𝑏2

{𝑀1(𝑛1),⋯ ,𝑀 −𝑀2(𝑛2)},   (𝑚, 𝑛1, 𝑛2) ∈ 𝒳: 𝑏1
𝑚𝑎𝑥(𝑛1) > 𝑏1, 𝑏2

𝑚𝑎𝑥(𝑛2) > 𝑏2

 

Множество вариантов занятия ресурса имеет вид: 

𝒴0 = {(𝑚, 𝑛1, 𝑛2) ∈ 𝒳: 𝐵1𝑗(𝑚, 𝑛1, 𝑃𝐿1𝑗) ≥ 𝑑1, 𝑗 = 1,… , 𝑛1, 𝐵2𝑘(𝑚, 𝑛2, 𝑃𝐿2𝑘) ≥ 𝑑2, 𝑘 = 1,… , 𝑛2};

𝒴1 = {(𝑚, 𝑛1, 𝑛2) ∈ 𝒳: 𝐵1𝑗(𝑚, 𝑛1, 𝑃𝐿1𝑗) ≥ 𝑏1, 𝑗 = 1,… , 𝑛1, 𝐵2𝑘(𝑚, 𝑛2, 𝑃𝐿2𝑘) ≥ 𝑑2, 𝑘 = 1,… , 𝑛2};

𝒴2 = {(𝑚, 𝑛1, 𝑛2) ∈ 𝒳: 𝐵1𝑗(𝑚, 𝑛1, 𝑃𝐿1𝑗) ≥ 𝑑1, 𝑗 = 1,… , 𝑛1, 𝐵2𝑘(𝑚, 𝑛2, 𝑃𝐿2𝑘) ≥ 𝑏2, 𝑘 = 1,… , 𝑛2}; 

 

где 𝐵𝑖𝑗(𝑚) = 𝐹𝑖(𝑚)𝑦𝑖𝑗
𝑡 𝐶𝑖,   𝐶𝑖 = log2 (1 +

𝑃𝐺𝑡𝐺𝑃

𝑃𝐿𝑖𝑗(𝑁0+𝐼0)
) ,  𝑖 = 1,2. 

3.2. Интенсивности переходов  

Пространство состояний и множество действий в модели описывают оптимальный сценарий 

с точки зрения максимальной пропускной способности соты. Однако в реальных условиях поль-

зователи распределены на различных, зачастую случайных, расстояниях от базовой станции и 

испытывают различное затухание сигнала.  

Определим интенсивности переходов в системе: 

𝑞(𝒙′|𝒙, 𝑎) =

{
 
 

 
 
𝜆1 ⋅ 𝑝1(𝑚, 𝑛1, 𝑛2), 𝒙′ = (𝑚, 𝑛1 + 1, 𝑛2),

𝜆2 ⋅ 𝑝2(𝑚, 𝑛1, 𝑛2),        𝒙′ = (𝑚, 𝑛1, 𝑛2 + 1),

𝛿 ⋅ 𝑔𝑎(𝑚, 𝑛1, 𝑛2), 𝒙′ = (𝑎, 𝑛1, 𝑛2),

𝑛1𝜇1𝐸(𝜉1𝑗
𝑏 ),                  𝒙′ = (𝑚, 𝑛1 − 1, 𝑛2), 𝒙: 𝑛1 > 0

𝑛2𝜇2𝐸(𝜉2𝑗
𝑏 ),                 𝒙′ = (𝑚, 𝑛1, 𝑛2 − 1), 𝒙: 𝑛2 > 0

 

Вероятности того, что при поступлении нового запроса минимальная скорость передачи 

данных на 𝑖-м сегменте не будет нарушена, имеют вид: 
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𝑝𝑖(𝑚, 𝑛1, 𝑛2) =
∏𝑗=1
𝑛1+1Pr (𝜉1𝑗

𝑏
(𝑚) ≥ 𝑑1)  ∏𝑗=1

𝑛2 Pr (𝜉2𝑗
𝑏
(𝑚) ≥ 𝑑1)

Pr (𝒴0(𝑚,𝑛1, 𝑛2))
 

При поступлении управляющего сигнала возможны три сценария перераспределения ре-

сурса. Первый сценарий: новый объем ресурса первого сегмента меньше текущего, т.е. 𝑎 < 𝑚. В 

таком случае вероятность не нарушения изоляции первого сегмента примет вид: 

𝑔𝑎(𝑚 > 𝑎, 𝑛1, 𝑛2) =
Pr(𝜉2𝑘

𝑏 (𝑎) ≥ 𝑑2, 𝜉1𝑗
𝑏 (𝑚) ≥ 𝑑1)

Pr(𝒴0(𝑚, 𝑛1, 𝑛2))
, 𝑗 = 1, 𝑛1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑘 = 1, 𝑛2̅̅ ̅̅ ̅̅  

Второй сценарий: новый объем ресурса первого сегмента больше текущего 𝑎 > 𝑚. Тогда 

важно, чтобы не нарушилась изоляция второго сегмента. Получаем следующую вероятность: 

𝑔𝑎(𝑚 < 𝑎, 𝑛1, 𝑛2) =
Pr(𝜉1𝑗

𝑏 (𝑎) ≥ 𝑑1, 𝜉2𝑘
𝑏 (𝑚) ≥ 𝑑2)

Pr(𝒴0(𝑚, 𝑛1, 𝑛2))
, 𝑗 = 1, 𝑛1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑘 = 1, 𝑛2̅̅ ̅̅ ̅̅  

Третий сценарий: новый объем ресурса первого сегмента равен текущему 𝑎 = 𝑚. Вероят-

ность имеет вид 𝑔𝑎(𝑚 = 𝑎, 𝑛1, 𝑛2) = 1 − 𝑔𝑎(𝑚 > 𝑎, 𝑛1, 𝑛2) − 𝑔𝑎(𝑚 < 𝑎, 𝑛1, 𝑛2). 

4. Заключение 

В представленных тезисах построена управляемая ресурсная система массового обслужива-

ния для модели перераспределения радиоресурса при нарезке беспроводной сети 5G. Марков-

ский процесс принятия решений был детализирован с учетом характеристик распределения ча-

стот и временных интервалов между сегментами. Он включает в себя описание пространства 

состояний системы, множества действий, а также интенсивностей переходов. В докладе будет 

представлен вывод функции распределения скорости передачи трафика и сравнительный анализ 

разных функций вознаграждения. 
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КРАТКОСРОЧНЫЙ ПРОГНОЗ СКОРОСТИ ВЕТРА НА ОСНОВЕ 

ИСКУССТВЕННЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ С ПРИМЕНЕНИЕМ 

МЕТОДА ДЕКОМПОЗИЦИИ НА ВАРИАЦИОННЫЕ МОДЫ 

И.В. Дель, А.В. Старченко 

Национальный исследовательский Томский государственный университет 

Шум во входных данных, обусловленный различными внешними факторами, часто 

снижает точность построенных по ним прогнозов, как следствие, влияет на произво-

дительность и качество математической модели. Для точного краткосрочного прогно-

зирования скорости ветра по измеренным историческим значениям метеорологиче-

ских параметров за предыдущие часы, представлен гибридный метод, который исполь-

зует искусственные нейронные сети (ИНС) в сочетании с фильтрацией входного сиг-

нала методом декомпозиции на вариационные моды (Variational Mode Decomposition 

– VMD). Предлагаемый метод значительно уменьшает ошибку прогнозирования вре-

менных рядов ИНС. 

Ключевые слова: нейронные сети, временные ряды, VMD, прогноз скорости ветра. 

 

1. Введение 

Прогнозирование скорости ветра с использованием нейронных сетей становится все более 

актуальным в условиях изменения климата и увеличения частоты экстремальных погодных яв-

лений. Кроме того, краткосрочный прогноз локальной скорости ветра чрезвычайно важен для 

обеспечения безопасной и эффективной работы ветровых электрических станций. Современные 

методы машинного обучения, включая нейронные сети, способны обрабатывать большие объ-

емы данных и выявлять сложные зависимости, что позволяет значительно повысить точность 

прогнозов.  

Целью работы является реализация и применение гибридного метода для краткосрочного 

прогнозирования скорости ветра, который использует ИНС в сочетании с предварительной филь-

трацией входного сигнала методом декомпозиции на вариационные моды (VMD). По измерен-

ным стационарной метеостанцией историческим значениям скорости ветра за предыдущие часы, 

разложенных на моды с помощью VMD, необходимо с помощью ИНС предсказать скорость 

ветра через 1, 3 и 6 часов.  

2. Данные и методы исследования 

Исходные метеорологические данные для исследования были получены с ультразвуковой 

метеостанции (УЗМ) Базового экспериментального комплекса (БЭК) ИОА СО РАН за период 

времени с 01.01.2021 по 31.10.2022. 

 

Рис. 1. Изменение скорости ветра в районе УЗМ БЭК с 01.01.2021 по 31.10.2022 
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Размер набора данных составляет 16056 ежечасных наблюдений. Изменение скорости ветра 

в районе УЗМ БЭК показано на рис. 1. Максимальная скорость ветра за весь рассматриваемый 

период составила 9.7 м/с, среднее значение скорости ветра – 2.3 м/с. 

Выбранные данные были разделены на три выборки: обучающую выборку, соответствую-

щую 70% данных от основной выборки, валидационную выборку, соответствующую 20% и те-

стовую выборку, соответствующую 10%, чтобы можно было проверить способность сети к про-

гнозированию после фазы обучения. 

2.1. Метод декомпозиции на вариационные моды 

В [1] предложен нерекурсивный метод декомпозиции входного сигнала на вариационные 

моды (VMD), в котором моды извлекаются одновременно. Метод ищет ансамбль мод и соответ-

ствующие им центральные частоты таким образом, чтобы моды после сглаживания в совокупно-

сти воспроизводили входной сигнал [1]. В данной работе этот метод применяется к входному 

набору данных (ежечасно измеренным значениям приземной скорости ветра) перед использова-

нием модели ИНС для прогнозирования скорости ветра. 

Метод VMD может разложить любой значимый входной сигнал y(t) на дискретное количе-

ство составляющих (k-моды), где требуется, чтобы каждая мода (подсигналы) uk была в основном 

компактной вокруг центральной частоты ωk, определенной в процессе декомпозиции. Каждая 

мода рассматривается как амплитудно-модулированный и частотно-модулированный (АМ-ЧМ) 

сигнал. 

Ограниченная вариационная задача для нахождения всех мод определяется как [1]: 

2
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где y обозначает сигнал для разложения; {uk}={u1, u2, …, uk} – k-я мода; {ωk}={ω1, ω2, …, ωk} – 

центральная частота k-й моды; δ – распределение Дирака; t – время; k – количество мод; * обо-

значает свертку. Более высокие значения индекса k соответствуют модам с компонентами более 

низкой частоты. 

2.2. Архитектура нейросетевой модели 

Архитектура построенной искусственной нейронной сети для краткосрочного прогнозиро-

вания скорости ветра состоит из последовательных трех слоев: входного, одного скрытого и вы-

ходного полносвязных слоев. Увеличение количества скрытых слоев не привело к улучшению 

производительности и качества прогнозирования ИНС.  

В рассматриваемой нейронной сети оптимальный поиск весовых коэффициентов осуществ-

ляется методом адаптивной инерции с коррекцией весовых коэффициентов путем добавления 

L2-регуляризации AdamW (вариант стохастического градиентного спуска) [2]. В качестве функ-

ции потерь использовалась функция Хьюбера [3] – комбинация среднеквадратичной ошибки при 

малых погрешностях и средней абсолютной ошибки при больших: 
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где Xpred – предсказанное выходное значение, Xtrue – реальное выходное значение, а   = 2 м/с [3]. 

Для оценки качества прогнозирования временных рядов с помощью построенной нейронной 

сети использовались: средняя абсолютная ошибка MAE, коэффициент детерминации R2 и индекс 

согласия IOA между предсказанными значениями и наблюдениями скорости ветра [4]: 
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где yi – предсказанное выходное значение, di – реальное выходное значение, а d  – среднее зна-

чение, n – количество использованных для сравнения значений. 

3. Результаты 

В таблице 1 приведены значения рассмотренных метрик для прогноза скорости ветра через 

1, 3 и 6 часов. 

Таблица 1. Значения метрик с применением метода VMD 

 MAE R2 IOA 

через 1 час 0.054 м/с 0.996 0.999 

через 3 часа 0.079 м/с 0.992 0.998 

через 6 часов 0.129 м/с 0.978 0.994 

 

Также приведем значения метрик для прогноза скорости ветра без применения технологии 

VMD (таблица 2). 

Таблица 2. Значения метрик без применения метода VMD 

 MAE R2 IOA 

через 1 час 0.449 м/с 0.68 0.908 

через 3 часа 0.631 м/с 0.449 0.817 

через 6 часов 0.777 м/с 0.245 0.688 

 

При сравнении полученных значений метрик, можно сделать вывод, что предлагаемый ме-

тод значительно уменьшает ошибку прогнозирования ИНС. Из таблиц также видно, что точность 

прогнозирования в каждом случае (таблица 1 и таблица 2) снижается с увеличением периода 

прогнозирования, причем при использовании разработанного гибридного метода прогнозирова-

ния, характер снижения гораздо меньше. 

 

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (согла-

шение № 075-02-2024-1437). 
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ПЕРСПЕКТИВЫ КЛАССИФИКАЦИИ НОРМАТИВНЫХ 

ТРЕБОВАНИЙ К ПРЕДПРИНИМАТЕЛЯМ ПОСРЕДСТВОМ 

ПРИМЕНЕНИЯ КЛАССИЧЕСКИХ МЕТОДОВ 

МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 

А.Г. Дёгтев1, В.В. Разин2 

1Московский физико-технический институт (национальный исследовательский университет), 
2Нижегородский государственный университет имени Н.И. Лобачевского 

В статье рассматриваются перспективы применения классических методов машинного 

обучения для классификации нормативных требований к предпринимателям. Актуаль-

ность исследования обусловлена необходимостью оптимизации процессов соблюде-

ния законодательства и повышения безопасности при осуществлении предпринима-

тельской деятельности. В ходе работы проведен анализ существующих подходов к 

классификации нормативных актов, выявлены ключевые проблемы и ограничения 

традиционных методов. Рассмотрены отдельные классические алгоритмы машинного 

обучения, способные автоматизировать процесс классификации. Результаты экспери-

ментов показывают, что использование таких методов позволяет значительно повы-

сить скорость и точность обработки информации, что, в свою очередь, способствует 

более эффективному управлению рисками и соблюдению нормативных требований. 

Статья подчеркивает важность дальнейших исследований в этой области для разра-

ботки и внедрения классической модели машинного обучения в целях информирова-

ния предпринимателей о нормативных требованиях. 

Ключевые слова: нормативные требования, машинное обучение, бизнес, классифика-

ция, юридические тексты, дерево решений, метод k-ближайший соседей, случайный 

лес, линейный классификатор, machine learning, classification, legal-tech, obligatory 

requirements. 

 

1. Введение 

В настоящее время в Российской Федерации активно ведется цифровизация государствен-

ного управления. Сфера государственного регулирования не является исключением. По данным 

федеральной государственной информационной системы «Реестр обязательных требований» в 

России действует более 527 тыс. нормативный требований федерального уровня [1]. 

За несоблюдение нормативных требований предпринимателям грозят предписания, штрафы 

и административное приостановление деятельности. В этой связи важно обеспечить информиро-

вание предпринимателей о нормативных требованиях в отношении их вида деятельности. 

Актуальность исследования обусловлена тем, что до 2025 года в России должен быть осу-

ществлен переход к риск-ориентированному подходу, следовательно, проверки будут прово-

диться только в отношении предпринимателей, по которым имеется информация о возможном 

нарушении [2]. Плановые проверки проводиться не будут. В этой связи необходимо создать ин-

струмент для ознакомления предпринимателей с исчерпывающим составом обязательных требо-

ваний. 

Цель исследования заключается в анализе существующих методов классификации норма-

тивных требований по видам бизнеса и определение наиболее оптимального для дальнейшей 

разработки сервиса классификации. 

Новизна работы заключается в способе предобработке данных и разработке модели машин-

ного обучения для классификации нормативных требований. 

Анализ литературы не позволил найти в свободном доступе статьи, связанные с классифи-

кацией нормативных требований, как в России, так и в международной практике. В большинстве 

случаев исследователи сосредоточены на классификации исковых заявлений в целях прогнози-

рования результатов судебного разбирательства. В этих целях используются такие подходы, как 
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линейный классфикатор (Boella G. et al.[3]), наивный байес (Hausladen et al., 2020 [4]), метод 

k−ближайших соседей (Pudaruth et al. [5]), случайный лес (Chen H. et al. [6]), метод опорных век-

торов (Sengupta, 2022 [7]), решающее дерево (Thompson [8]). 

Сводные данные о результатах обзора литературы представлены в таблице 1. 

Таблица 1. Результаты применения моделей машинного обучения для классификации  

юридических текстов 

Название модели Назначение Авторы  

статей 

Язык Значение 

F1-меры 

Метод 

k−ближайших 

соседей 

использовался для классифика-

ции юридических текстов с раз-

биением документов на равные 

сегменты и голосованием по 

большинству 

Pudaruth et al., 

2018 

Английский 83,5% 

Случайный лес интерпретируемые модели ма-

шинного обучения применялись 

для классификации юридических 

текстов 

Chen H. et al, 

2022 

Английский 83,2% 

Линейные клас-

сификаторы 

были применены для классифика-

ции юридических текстов на ос-

нове TF-IDF признаков 

Boella et al., 

2011 

Итальянский 76% 

Метод опорных 

векторов 

классификация юридических до-

кументов по отрасли права 

Sengupta, 2022 Хинди 75% 

Наивный байес применяется как один из контро-

лируемых алгоритмов для класси-

фикации юридических текстов 

Hausladen et al., 

2020 

Английский 65% 

Дерево решений классификация юридических до-

кументов по отрасли права 

Thompson, 2001 Английский 64% 

 

Таким образом, по результатам обзора литературы наиболее эффективными подходами яв-

ляются метод k-ближайших соседей, случайный лес и линейный классификатор.  

2. Данные 

В качестве данных используются отдельные нормативные требования из базы нормативных 

требований федеральной государственной информационной системы «Реестр обязательных тре-

бований» [1]. Нормативные требования представляют собой короткие юридические тексты, в 

среднем состоящие из 22 слов. Распределение нормативных требований по количеству слов 

представлено на рис 1. 

 

Рис. 1. Распределение нормативных требований по количеству слов 
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При этом 7% нормативных требований состоят из 100 и более слов. Такие требования, со-

гласно методическим рекомендациям по выделению нормативных требований в нормативных 

правовых актах, являются некорректными, так как в действительности содержат несколько нор-

мативных требований, которые должны быть разделены. Поэтому для обучения модели эти нор-

мативные требования не будут использоваться.  

Количество слов нормативного требования зависит от сферы регулирования, однако слиш-

ком длинные нормативные требования затрудняют понимание и толкование нормы. Согласно 

исследованию, проведенному Национальным исследовательским университетом «Высшая 

школа экономики», предложения в юридических текстах не должны быть длиннее 50 слов. Боль-

ший объем затрудняет толкование норм [9]. Распределение нормативных требований по группам 

по количеству слов представлено на рис. 2. 

 

Рис. 2. Распределение нормативных требований по группам по количеству слов 

Общий массив нормативных требований состоит из 11 561 483 слов, 84% которых являются 

существительными. Части речи, составляющие нормативные требования представлены на  

рис. 3. 

 

Рис. 3. Части речи, составляющие нормативные требования 

Ключевой особенностью нормативного требования является наличие глаголов (категорий 

состояния) долженствования: должен, обязан, необходимо и т.д. Таким образом, подчеркивается 

обязанность контролируемого лица соблюдать нормативное требование. В противном случае 

нормативное требование будет расценено как рекомендация, необязательная для выполнения. 

Облако слов, построенное на основе базы нормативных требований представлено на рис. 4. 
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Рис. 4. Облако слов, построенное на основе базы нормативных требований 

Всего для обучения модели использовано 1904 требования по 4 категориям бизнеса (кафе, 

свиноферма, ферма по выращиванию зерновых культур, химчистка). 

3. Метрики 

В качестве метрики эффективности моделей используется F1-мера – среднее гармоническое 

значение точности и полноты, что позволяет оценить эффективность модели в контексте пра-

вильного прогнозирования положительных объектов. Данная мера отражает долю корректно 

классифицированных положительных примеров среди всех предсказанных положительных объ-

ектов, а также среди всех фактических положительных объектов [10]. 

В целях определения наиболее эффективного подхода к классификации нормативных тре-

бований по F1-мере данные нормативных требований обработаны посредством 6 алгоритмов ма-

шинного обучения. 

4. Результаты 

В целях предобработки текстов использовался метод очистки текста от лишних символов 

(новых строк, пробелов, точек и точек с запятой), а также токенизация, удаление пунктуации, 

лемматизация и удаление стоп-слов. 

В результате наибольшую эффективность при решении задачи классификации показал ме-

тод опорных векторов, метод k-ближайших соседей и случайный лес. 

Таблица 2. Результаты апробации классических моделей на наборе данных 

Модель F1-мера 

Метод опорных векторов 99,7% 

Метод k-ближайших соседей 99,2% 

Случайный лес 99,1% 

Логистическая регрессия 98,9% 

Решающее дерево 98,4% 

Гауссовский наивный байесовский классификатор 94,2% 

 

Результаты исследования показали, что метод опорных векторов достиг наивысшего пока-

зателя F1-меры, составив 99,7%. Это можно объяснить несколькими факторами. Во-первых, ме-

тод опорных векторов эффективно работает с линейно разделяемыми данными, что позволяет 
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ему создавать четкие границы решений. Во-вторых, метод максимизации марджина (раздели-

тельной зоны) между классами делает метод опорных векторов устойчивым к шуму и выбросам, 

что особенно важно для текстовых данных, содержащих разнообразные формулировки и терми-

нологию. Наконец, метод опорных векторов поддерживает использование различных ядерных 

функций, что позволяет модели адаптироваться к нелинейным зависимостям, хотя в данном ис-

следовании использовалось линейное ядро. 

Метод k-ближайших соседей занял второе место с показателем F1-меры 99,2%. Метод k-

ближайших соседей является простым и гибким методом, который адаптивно учитывает рассто-

яния между образцами. Его способность обрабатывать сложные границы решений делает его эф-

фективным для задач классификации текстовых данных. Однако, метод k-ближайших соседей 

может быть чувствителен к масштабу признаков и требует значительных вычислительных ре-

сурсов при работе с большими наборами данных. 

Случайный лес показал F1-меру 99,1%. Этот метод основан на ансамбле решающих дере-

вьев, что позволяет ему снижать риск переобучения и улучшать обобщающую способность мо-

дели. Случайный лес также эффективно обрабатывает нелинейные зависимости и устойчив к вы-

бросам, что делает его подходящим для задач классификации текстовых данных. 

5. Заключение и выводы 

В рамках настоящего исследования были рассмотрены классические методы машинного 

обучения для классификации нормативных требований к предпринимателям. Целью исследова-

ния было оценить эффективность различных алгоритмов в задаче классификации текстовых дан-

ных, представляющих собой нормативные требования, установленные законодательством для 

предпринимателей. 

Результаты исследования показывают, что классические методы машинного обучения могут 

быть эффективно применены для классификации нормативных требований к предпринимателям. 

Метод опорных векторов и метод k-ближайших соседей продемонстрировали наивысший пока-

затель F1-меры, что делает их предпочтительными для практических применений. Случайный 

лес также показал высокий показатель F1-меры и устойчивость, что делает его подходящим для 

задач, требующих высокой обобщающей способности. 

Дальнейшие исследования могут быть направлены на улучшение предобработки текстовых 

данных, использование более сложных моделей, таких как нейронные сети [11-17], и интеграцию 

дополнительных источников данных для повышения показателя F1-меры классификации [18]. 

Кроме того, можно рассмотреть применение ансамблевых методов [19, 20], объединяющих не-

сколько моделей, для дальнейшего улучшения результатов. 

Эти результаты открывают новые возможности для автоматизации процессов классифика-

ции и анализа нормативных требований, что может значительно упростить работу предпринима-

телей и регуляторных органов. 
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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА ОСАДКИ 

СИСТЕМЫ «СООРУЖЕНИЕ-ГРУНТ»1* 

Н.С. Дюкина, А.В. Домрачева 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

Предложен численно-аналитический способ расчета осадки системы «сооружение-

грунт» от поля сил тяжести. Метод заключается в задании аналитически определен-

ного поля напряжений для более масштабной по сравнению с сооружением подобла-

сти грунта и последующей корректировке поля напряжений во всей расчетной области 

с применением имеющейся в программном комплексе «Логос Прочность» процедуры 

динамической релаксации. Дисбаланс энергии системы на начальном этапе числен-

ного расчета будет локализован в небольшой окрестности сооружения. Приводятся ре-

зультаты численных экспериментов, демонстрирующих эффективность предложен-

ного метода для точного определения осадки системы. 

Ключевые слова: осадка, грунтовое основание, численное моделирование, напря-

женно-деформированное состояние. 

 

1. Введение 

В строительной отрасли при проектировании новых сооружений большое значение имеет 

определение деформаций грунтов под действием внешних сил. Численный расчет заглубленных 

сооружений на сейсмические воздействия проводится с учетом поля силы тяжести и грунтового 

основания и требуют предварительного определения осадки системы «сооружение-грунт». 

Включение инерционного поля силы тяжести в расчет приводит к значительным по времени и 

амплитуде колебаниям расчетной области, для гашения которых в инженерных программных 

комплексах используются различные методы. Актуально развитие экономичных методов рас-

чета предварительной осадки, позволяющих повысить скорость и точность расчета. 

2. Численно-аналитический метод расчета 

Авторы предлагают при численном определении НДС системы «сооружение-грунт» исполь-

зовать аналитическое решение, полученное для однородного массива грунтового основания в 

условиях одноосной деформации [1]. При отсутствии напряжений на дневной поверхности 

грунта напряжения в i-том слое конечных элементов выражаются [2]: 
1
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где L – толщина всего грунтового массива, hk – толщина k-го слоя ячеек, k – плотность в k-том 

слое, 0 – плотность на поверхности грунта, Ei, i – упругие постоянные i-го слоя. 

В этом случае дисбаланс энергии системы на начальном этапе численного расчета будет 

определяться наличием сооружения, корректировка НДС потребуется только в небольшой 

окрестности сооружения. 

3. Результаты расчета 

Для демонстрации метода рассмотрен однородный грунтовый массив –прямоугольный па-

раллелепипед с основанием 1515м и высотой 5м – с жестко заделанной нижней гранью и про-

скальзыванием по вертикали на боковых гранях. Использованы 8-узловые конечные элементы 

размерами 111м. Грунт – глина с параметрами ρ = 1500 кг/м3, ν = 0,32, E = 15 МПа. Массив 

                                                      
1* Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 23-29-00103. 
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грунта находится в поле силы тяжести в условиях одноосной деформации. Расчет осадки прово-

дился в ПП «Логос Прочность» в трех вариантах: с применением и без применения процедуры 

динамической релаксации, с заданием и без задания аналитически определенного начального 

поля напряжений. Статическое решение, получаемое итерационно с помощью процедуры дина-

мической релаксации, определяется задаваемой в процедуре погрешностью. Результаты подтвер-

дили предположение о том, что задание начальных условий увеличивает эффективность расче-

тов с помощью уменьшения начального отклонения, влияющего на вычислительную погреш-

ность. Полученные результаты распространены на случай моделирования расчетной области, 

включающей грунтовое основание и сооружение. Полученное в результате расчета распределе-

ние сжимающих напряжений 𝜎𝑧𝑧 в области «сооружение-грунт» показано на рис.1, графики за-

висимостей величины осадки от времени в трех точках, показанных на рис.1, приведены на рис.2. 

 

Рис. 1. Поле сжимающих напряжений в расчетной области «сооружение-грунт» 

 

Рис. 2. Зависимости осадки от времени при расчете без начального поля напряжений и процедуры дина-

мической релаксации (а), без начального поля напряжений, с процедурой динамической релаксации (б), с 

начальным полем напряжений и процедурой динамической релаксации (в) 

Как видно из рис.2, задание начального поля напряжений совместно с применением проце-

дуры динамической релаксации приводит к почти полному прекращению колебаний расчетной 
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области. Применение предложенного метода при решении задач осадки поможет не только со-

кратить время расчетов, но и получить более точные результаты, так как погрешность от коле-

баний грунта будет снижена в разы. 
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ОЦЕНКА КАЧЕСТВА ПОЛИТИКИ АКТИВАЦИИ КАНАЛОВ, 

ПОЛУЧЕННОЙ С ПОМОЩЬЮ ОБУЧЕНИЯ 

С ПОДКРЕПЛЕНИЕМ1* 

А.А. Живцова, К.Е. Самуйлов 

Российский университет дружбы народов им. Патриса Лумумбы 

Мобильные сети пятого поколения (5G A.) предусматривают использование многоша-

говой полудуплексной передачи в сети радиодоступа. В такой конфигурации для обес-

печения абонентов требуемыми показателями качества необходимо особое внимание 

уделять задаче планирования передачи по каналам сети. Формулируя эту задачу с по-

мощью Марковского процесса принятия решений со счетным множеством состояний, 

можно численно найти оптимальную политику управления с помощью методов обу-

чения с подкреплением. Однако, возникает необходимость оценить погрешность ре-

шения, полученного с помощью численных алгоритмов. Для этого в данной работе 

проводится сравнение целевого показателя численно найденной оптимальной поли-

тики с результатами других известных политик. 

Ключевые слова: многошаговые беспроводные сети, активация каналов, планирование 

передачи, обучение с подкреплением, управляемая сеть массового обслуживания, по-

лудуплекс, задержка. 

 

1. Введение 

В спецификации мобильной связи 5G Advanced в 2024 году международная стандартизиру-

ющая организация 3GPP зафиксировала необходимость поддержки многошаговой беспроводной 

ретрансляции [1]. Известно, что при использовании миллиметрового диапазона частот в много-

шаговой сети предпочтительным является полудуплексный режим передачи, ограничивающий 

одновременную передачу по каналам [2]. Для организации передачи данных в такой сети необ-

ходимо в начале каждого временного интервала планирования применять правило (или поли-

тику) активации каналов, определяющее каналы, по которым в течение интервала планирования 

будет осуществляться передача. Предполагается, что в сетях 5G Advanced эта функция может 

быть реализована с помощью методов машинного обучения [3]. 

Заметим, что задача организации передачи в многошаговой беспроводной полудуплексной 

сети исследуется с 90-х годов прошлого века с помощью моделей в виде сетей массового обслу-

живания в дискретном времени. Полученные в ранних работах результаты в основном предпо-

лагали введение некоторой политики активации и аналитическое исследование ее области ста-

бильности (или пропускной способности) [4]. При этом акцент ставился на достижение опти-

мальности по пропускной способности, снижение вычислительной сложности и уменьшение за-

держки, однако последнее свойство исследовалось только в асимптотических предположениях 

[5]. Развитие методов обучения с подкреплением, позволяющих находить политику управления 

в системах со счетным множеством состояний, позволило использовать известную модель мно-

гошаговой беспроводной сети для получения политики активации, оптимальной с точки зрения 

задержки и пропускной способности [6].  

Отметим, что в виду того, что методы обучения с подкреплением основаны на аппроксима-

ции, помимо доказательства возможности получения теоретически оптимальной политики акти-

вации, интересна оценка качества полученного решения. Также, ввиду отсутствия явного вида 

политики, полученной с помощью методов обучения с подкреплением, качество этой политики 

можно оценить имитационно сравнивая с разработанными ранее политиками. Такому сравнению 

посвящена данная работа. 

                                                      
1* Работа выполнена в рамках проекта № 021937-2-000 Системы грантовой поддержки научных проектов 

РУДН. 
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2. Математическая модель 

Будем моделировать беспроводную многошаговую сеть в виде сети массового обслужива-

ния в дискретном времени. Для этого предположим, что перед каждым каналом связи сформи-

рованы очереди неограниченного объема, в которых находятся пакеты, ожидающие передачи по 

данному каналу. Пусть в сети задано F фиксированных и уникальных маршрутов пакетов. Па-

кеты, следующие по одному маршруту, назовем потоком и будем считать, что перед каждым 

каналом имеются отдельные очереди для всех проходящих по нему потоков. Пусть маршрут f 

состоит из 𝐻𝑓 каналов, пронумерованных от 1 до 𝐻𝑓 . Тогда, все очереди в сети можно однозначно 

определить парой (f, h), в которой f – это поток, а h – это порядковый номер канала в потоке. 

Всего 𝑁 = ∑ 𝐻𝑓
𝐹
𝑓=1  очередей. На каждом такте t к первому каналу в пути каждого потока f посту-

пает 𝑎𝑓(𝑡) новых пакетов, 𝑎𝑓(𝑡)~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠(𝜆𝑓). Обслуживание очереди моделирует передачу паке-

тов по каналу. Индикатор обслуживания очереди (f, h)  на такте t обозначим через 𝑖𝑓,ℎ(𝑡) ∈ {0,1}. 

При наличии обслуживания очередь (f, h) покидает группа пакетов размером не более 𝑐𝑓,ℎ. Обо-

значим длину очереди (f, h) на такте t через 𝑄𝑓,ℎ(𝑡) и выразим динамику этой величины соотно-

шением (1). 

{
𝑄𝑓,1(𝑡 + 1) = 𝑄𝑓,1(𝑡) + 𝑎𝑓(𝑡) − 𝑖𝑓,1(𝑡)𝑚𝑖𝑛(𝑄𝑓,1(𝑡),  𝑐𝑓,1),   𝑓 = 1,… , 𝐹

𝑄𝑓,ℎ(𝑡 + 1) = 𝑄𝑓,ℎ(𝑡) + 𝑖𝑓,ℎ−1(𝑡)𝑚𝑖𝑛(𝑄𝑓,ℎ−1(𝑡),  𝑐𝑓,ℎ−1) − 𝑖𝑓,ℎ(𝑡)𝑚𝑖𝑛(𝑄𝑓,ℎ(𝑡),  𝑐𝑓,ℎ),   
 (1) 

  ℎ = 2,… ,𝐻𝑓 , 𝑓 = 1,… , 𝐹.  
Определим Марковский процесс принятия решений следующим образом. Пусть состоянием 

системы на такте t является вектор длин очередей 𝑸(𝑡) = (𝑄𝑓,ℎ(𝑡)). Тогда пространство состоя-

ний имеет вид 𝒮 = ℤ+
𝑁. Пусть действие на такте t определяется через вектор индикаторов обслу-

живания 𝒊(𝑡) = (𝑖𝑓,ℎ(𝑡)). Отметим, что пространство действий 𝒜 конечно и состоит из заранее 

заданного набора векторов 𝒊(𝑡). В данном случае будем считать, что 𝒜 сформировано таким об-

разом, что ни один узел сети не может использовать более одного канала одновременно. Для 

минимизации средней задержки в сети определим функцию награды на такте t следующим об-

разом 

𝑅(𝑡) = −∑∑(𝑄𝑓,ℎ(𝑡) − 𝑖𝑓,ℎ(𝑡)min(𝑄𝑓,ℎ(𝑡),  𝑐𝑓,ℎ))

𝐻𝑓

ℎ=1

𝐹

𝑓=1

 

и отметим, что награда (а точнее штраф) на такте имеет значение числа пакетов в системе, остав-

шихся после проведения обслуживания выбранных очередей. Таким образом, введенная функ-

ция награды зависит от состояния системы на такте 𝑸(𝑡) и выбранного на такте действия 𝒊(𝑡). 

Заметим, что объектом поиска является распределение 𝜋(𝒊(𝑡)|𝑸(𝑡)),   такое что средняя дискон-

тированная награда максимальна, то есть M𝐺 = M∑ 𝛾𝜏𝑅(𝜏) → 𝑚𝑎𝑥∞
𝜏=0 , если 𝒊(𝑡)~𝜋. 

Распределение 𝜋 называется политикой и 𝛾 ∈ [0,1). Заметим, что через теорему Литтла 

можно показать, что минимизация средней дисконтированной награды ведет к минимизации 

средней задержки в сети. Далее для определенности отметим нижним индексом 𝜋 все величины, 

полученные при условии, что действие выбирается в соответствии с политикой 𝜋, то есть 𝒊(𝑡)~𝜋. 
Для состояния 𝑠 ∈ 𝒮  введем оценочную функцию состояния 𝑉𝜋 (𝑠) = 𝑀(𝐺𝜋 | 𝑸(0) = 𝑠) равную 

средней дисконтированной награде по траекториям, начинающимся в состоянии 𝑠 и продолжа-

ющимся в соответствии с политикой 𝜋. 

3. Решение с помощью обучения с подкреплением 

Для поиска политики активации будем использовать метод Proximal Policy Optimization 

(PPO) [7], являющейся on-policy алгоритмом, основанным на Policy Gradient теореме, позволяю-

щей находить градиент средней дисконтированной награды 𝐺𝜋 с помощью градиента политики 

𝜋, другой заданной политики и advantage функции, выражающей соотношение между полити-

ками. Пусть 𝜋𝜂𝑘 и 𝑉𝜃𝑘 – нейронные сети с параметрами 𝜂𝑘 и 𝜃𝑘, аппроксимирующие политику и 

оценочную функцию состояний соответственно. Параметры нейронных сетей изменяются на 

каждой итерации 𝑘 алгоритма обучения.  
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Предположим, что горизонт планирования конечен и равен T, определим дисконтированную 

награду с момента t как  𝐺𝜋𝜂𝑘(𝑡) =  ∑ 𝛾𝜏𝑅(𝜏)𝑇
𝜏=𝑡  и функцию оценки состояния s как 𝑣𝜋𝜂𝑘  (𝑠) =

𝑀(𝐺𝜋𝜂𝑘(𝑡)| 𝑸(𝑡) = 𝑠). Тогда считаем, что  𝑉𝜃𝑘(𝑠) ≈ 𝑣𝜋𝜂𝑘  (𝑠). Поэтому функция потерь 𝐿𝜃 для 

сети 𝑉𝜃𝑘 имеет вид 

𝐿𝜃 =
1

𝑇
 ∑(𝑉𝜃𝑘(𝑸𝜋(𝑡)) − 𝐺𝜋(𝑡))

2.

𝑇

𝑡=0

(2) 

Функция потерь для сети 𝜋𝜂𝑘 основывается на Policy Gradient теореме, поэтому для ее рас-

чета используется две политики 𝜋 и 𝜋𝜂𝑘 (подробнее в алгоритме). С помощью 𝜋 происходит ге-

нерация траекторий и расчет градиента средней дисконтированной награды политики 𝜋𝜂𝑘 , на 

которой и проводится оптимизация. Для дальнейшего изложения сначала введем advantage функ-

цию  

𝐴𝜃𝑘(𝑡) = 𝑅𝜋(𝑡) + 𝛾𝑉
𝜃𝑘(𝑸𝜋(𝑡 + 1)) − 𝑉

𝜃𝑘(𝑸𝜋(𝑡)) (3) 
и функцию среза 

 𝑔𝜖 (𝐴
𝜃𝑘(𝑡)) = {

1 + 𝜖, 𝐴𝜃𝑘(𝑡) ≥ 0,

1 − 𝜖, 𝐴𝜃𝑘(𝑡) < 0.
 (4) 

Тогда функция потерь сети 𝜋𝜂𝑘 имеет вид 

𝐿𝜂 = −
1

𝑇
∑𝑚𝑖𝑛

 
[
𝜋𝜂𝑘(𝒊𝜋(𝑡)|𝑸𝝅(𝑡))

𝜋  (𝒊𝜋(𝑡)|𝑸𝝅(𝑡))
𝐴𝜃𝑘(𝑡),  𝑔𝜖 (𝐴

𝜃𝑘(𝑡))]

𝑇

𝑡=0

. (5) 

При этом политика 𝜋 фиксирована. 

Зададим гиперпараметры 𝑁, 𝑀 – параметры числа итераций, 𝛼1, 𝛼2 -- скорости обучения, 𝜖 

– параметр функции среза  𝑔𝜖. Представим алгоритм обучения. 

 

Для каждого 𝑛=0, …, 𝑁  

 Фиксируем 𝜋 =  𝜋𝜂𝑛𝑀    

 Для каждого 𝑚=1, …, 𝑀  

          𝑘=𝑛𝑀+𝑚 

          Генерируем траекторию 𝑸𝜋(𝑡), 𝒊𝜋(𝑡)  и 𝑅𝜋(𝑡) длины 𝑇 

          Определяем величины 𝐺𝜋(𝑡)  ∀ 𝑡=0,…𝑇 

          Определяем advantage функцию 𝐴𝜃𝑘(𝑡) (3) 
          Считаем функции потерь (2) и (5) 

          Делаем шаг градиентного спуска 

                                   𝜂𝑘+1 ← 𝜂𝑘 − 𝛼1𝛻𝜂 𝐿𝜂,   

                                   𝜃𝑘+1 ← 𝜃𝑘 − 𝛼2𝛻𝜃𝐿𝜃 

Рис. 1. Алгоритм получения политики активации 

4. Оценка эффективности полученного решения 

Руководствуясь работой [8], мы реализуем сеть, 

изображенную на рисунке 2 и зададим максимальные 

объемы передающейся пачки следующим образом 

𝑐2,1 = 𝑐4,1 = 19 , 𝑐1,2 = 𝑐3,1 = 23 , 𝑐1,1 = 𝑐2,2 = 34. 

Также, базируясь на работе [8], где было проведено 

сравнение показателя задержки для различных дина-

мических политик активации каналов, для оценки ка-

чества решения, полученного с помощью обучения с 

подкреплением (далее политики 𝜋𝑝𝑝𝑜), мы используем 

гибридную 𝛼𝛽 политику 𝜋𝛼𝛽 [9], так как она обеспе-

чивает наилучшую задержку в сети. Отметим, что в ра-

боте [6] политика, полученная с помощью обучения с 

подкреплением (алгоритм DDPG), сравнивается с политикой GreedyMS, которая, как показано в 

[8], на много уступает выбранной 𝛼𝛽 политике. Определим 𝛼𝛽 политику уравнениями (6)-(10). 

Рис. 2. Топология рассматриваемой сети 
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𝑢𝑓(𝑡) =  (∑(𝑄𝑓,𝑛(𝑡))
𝛼+1

𝐻𝑓

𝑛=1

)

𝛽 − 𝛼

𝑎 + 1

(6) 

𝑦𝑓,ℎ(𝑡) = 𝜒
∑

1

𝑐𝑓,𝑘

𝐻𝑓
𝑘=ℎ

∑ ∑
1

𝑐𝑓,𝑚

𝐻𝑓
𝑚=𝑘

𝐻𝑓
𝑘=1

 (7) 

𝑍𝑓,ℎ(𝑡) =  {
𝑄𝑓,ℎ(𝑡), 𝑄𝑓,ℎ(𝑡) < 𝑦𝑓,ℎ(𝑡)

(𝑄𝑓,ℎ(𝑡) − 𝑦𝑓,ℎ(𝑡))
𝛼
+ 𝑦𝑓,ℎ(𝑡),    𝑄𝑓,ℎ(𝑡) ≥ 𝑦𝑓,ℎ(𝑡)

 (8) 

 

𝑤(𝑓,ℎ)(𝑡) = {
𝑄𝑓,𝐻ℎ(𝑡)𝑐𝑓,𝐻𝑓𝑢𝑓(𝑡), 

(𝑄𝑓,ℎ(𝑡) − 𝑄𝑓,ℎ+1(𝑡))𝑐𝑓,ℎ𝑢𝑓(𝑡),    ℎ = 1 …𝐻𝑓 − 1
 (9) 

𝜋𝛼𝛽 ∶  𝒊(𝑡) ∈ 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥 𝒊 ⋅ 𝒘(𝑡),     𝒘(𝑡) = (𝑤𝑓,ℎ(𝑡)) (10) 

В качестве 𝜋𝜂𝑘 будем использовать полносвязную нейронную сеть, состоящую из 12 слоев 

с функцией активации гипербалического тангенса на всех слоях кроме последнего (там приме-

няется функция (softmax). Входом в сеть служит состояние системы 𝑸(𝑡) а выходом является 

распределение действий при условии этого состояния 𝜋𝜂𝑘(⋅ |𝑠). В качестве  𝑉𝜃𝑘  используется 

полносвязная сеть из 8 слоев с функцией активации LeakyReLU(0.2). Входом в сеть также явля-

ется состояние системы 𝑸(𝑡) а выходом служит предполагаемая средняя дисконтированная 

награда по траекториям, начинающимся в этом состоянии. При этом размер скрытых слоев в 

сетях 𝜋𝜂𝑘 и 𝑉𝜃𝑘 равен 512. Произведя подбор гиперпараметров, мы остановились на использова-

нии следующих значений: 𝑇 = 50 − максимальная длина траектории,  𝑁 = 30,  𝑀 = 850 – пара-

метры числа итераций, 𝛼1 = 10
−5, 𝛼2 = 10

−6 − скорости обучения, 𝛾 = 0.9 − коэффициент дис-

контирования,  𝜖 = 0.05 −  коэффициент среза функции потерь. Для гибридной 𝛼𝛽 политики 𝛼 =
0.5, 𝛽 = 10, 𝜒 = 50. Изобразим на рисунках 3 и 4 распределение задержек, полученное при при-

менении политик 𝜋𝑝𝑝𝑜 и 𝜋𝛼𝛽. 

 

Рис. 3. Распределение задержки 

𝜆1 = 𝜆3 = 1.34, 𝜆2 = 𝜆4 = 0.33 

5. Заключение 

В данной работе была рассмотрена полудуплексная сеть многошаговой беспроводной ре-

трансляции. Для нее с помощью метода обучения с подкреплением на основе критерия миними-

зации задержки получена политика активации каналов. Задержки, вызванные применением дан-

ной политики, численно сравнены с задержками, полученными применением известной гибрид-

ной 𝛼𝛽 политики. Приведенная оценка показала, что при низкой нагрузке системы применение 

методов обучения с подкреплением позволяет добиться задержки, близкой к задержке известной 

политики, однако при более высокой нагрузке полученная средняя задержка почти в два раза 

превышает среднюю задержку известной политики. 

Рис. 4. Распределение задержки 

 𝜆1 = 𝜆3 = 4.02,  𝜆2 = 𝜆4 = 1 
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ГЕНЕТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ РАСПИСАНИЯ 

НА МНОГОЯДЕРНОМ ПРОЦЕССОРЕ С УЧЕТОМ ВЗАИМНОГО 

ВЛИЯНИЯ РАБОТ1* 

Ю.В. Захарова, М.Ю. Сахно 

Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН, Омский филиал 

В работе рассматривается задача планирования работ на многоядерном процессоре с 

учетом их взаимного влияния. Особенностью постановки является то, что работы при 

совместном выполнении замедляют друг друга по некоторому заданному правилу за 

счет использования общего ресурса – шины данных. Исследуются свойства этой за-

дачи и её допустимых решений, предлагается адаптивный генетический алгоритм для 

её решения. Особенностью алгоритма является то, что для выбора одного оператора 

скрещивания из нескольких используется метод обучения с подкреплением. Прово-

дится вычислительный эксперимент, результаты которого сравниваются с результа-

тами известного жадного алгоритма и коммерческого пакета.  

Ключевые слова: генетический алгоритм, многоядерный процессор, построение распи-

саний 

 

1. Введение 

Рассматривается задача составления расписания выполнения n работ (программных моду-

лей) на m ядрах процессора при условии, что работы взаимно влияют друг на друга за счет по-

требления ресурсов (таких как кэш или шина данных). Необходимо минимизировать общее 

время завершения всех работ. В [1] доказана NP-трудность этой задачи. В настоящей работе 

предполагается, что взаимное влияние работ друг на друга происходит из-за конкуренции за 

шину данных [1, 8, 9]. Шина данных – это часть системной шины, которая служит для передачи 

данных между компонентами компьютера. Также предполагается, что шина данных делится 

между работами по закону, представленному в [1].   

Для задач составления расписаний, возникающих в многопроцессорных компьютерных си-

стемах,  актуальным направлением является разработка конструктивных жадных алгоритмов для 

онлайн-постановок и метаэвристик для оффлайн-постановок, среди которых есть класс эволю-

ционных алгоритмов, хорошо зарекомендовавших себя при решении задач составления расписа-

ний с ресурсными ограничениями (см., например, [2, 3]). В настоящей работе предлагается гене-

тический алгоритм для рассматриваемой задачи и проводится вычислительный эксперимент, где 

результаты генетического алгоритма сравниваются с результатами жадного алгоритма, предло-

женного ранее для этой же задачи в [1], и результатами коммерческого пакета CPLEX. 

2. Генетический алгоритм 

Генетический алгоритм имитирует процесс биологической эволюции популяции особей, где 

в качестве особей выступают пробные решения задачи. Стандартная схема генетического алго-

ритма предполагает построение начальной популяции, а затем на каждой итерации за счет опе-

раторов воспроизведения, скрещивания и мутации на основе текущей популяции строится сле-

дующее поколение (новая популяция) [7].  

В реализации предлагаемого генетического алгоритма GA для рассматриваемой задачи в ка-

честве операторов воспроизведения (селекции) использовались ранговая и турнирная селекции 

[4], в качестве операторов скрещивания (кроссинговера) – одноточечный кроссинговер, кроссин-

говер с частичным отображением, циклический кроссинговер и порядковый кроссинговер [5], а 

                                                      
1* Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-71-10015. 
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в качестве операторов мутации – мутации обмена и сдвига. Кроме этого в генетическом алго-

ритме присутствуют следующие параметры: размер популяции k, количество элит в популяции 

e, вероятность применения оператора кроссинговера Pc и вероятность применения оператора му-

тации Pm, для турнирной селекции – размер турнира. В качестве кодировки решений задачи мы 

используем перестановки длины n, соответствующей  числу работ. 

Настройка параметров алгоритма выполнялась автоматически с использованием пакета 

IRACE [6]. 

Была исследована сходимость предложенного алгоритма и определена оценка среднего 

числа итераций до первого достижения оптимума для случая, когда поиск направлен на нахож-

дение оптимального расписания среди тех, где ядра максимально загружаются имеющимися ра-

ботами и не простаивают, если ещё имеются невыполненные работы.  

Теорема 1. Генетический алгоритм GA в среднем не более чем за  

𝑂 ((𝑛 − 1) (
𝑘𝑛(𝑘 + 1)(𝑛 − 1)

2𝑃𝑚(1 − 𝑃𝑐)
)
(𝑛 − 1)

) 

итераций впервые достигает оптимум задачи построения расписания на многоядерном процес-

соре с учетом взаимного влияния работ. 

Доказательство.  Вычислим вероятность  того, что из особи ξ за n-1 итерацию получится 

особь ξ*, представляющая оптимальное решение задачи. Вероятность особи быть выбранной в 

операторе ранговой селекции равна 
2

𝑘(𝑘+1)
. Вероятность того, что при мутации сдвига один из 

генов переместится на позицию, совпадающую с позицией из оптимального решения, равна 

𝑃𝑚
1

𝑛(𝑛−1)
, при этом кроссинговер должен отсутствовать. Таким образом, вероятность получить 

из особи ξ особь ξ* за n-1 итерацию равна (
2(1 − 𝑃𝑐)𝑃𝑚

𝑘(𝑘+1)𝑛(𝑛−1)
)
(𝑛−1)

, а среднее число итераций до до-

стижения этого события не превосходит (𝑛 − 1) (
𝑘𝑛(𝑘+1)(𝑛−1)

2𝑃𝑚(1−𝑃𝑐)
)
(𝑛 − 1)

. Теорема доказана.  

Аналогичные теоремы справедливы и при использовании турнирной селекции и мутации 

обмена. 

3. Вычислительный эксперимент 

Генетический алгоритм был протестирован на двух сериях тестовых примеров: для первой 

серии было сгенерировано 30 примеров с 50 работами и 8 ядрами, для второй серии – 30 приме-

ров со 100 работами и 24 ядрами. В качестве работ были взяты процедуры из библиотеки Intel 

MKL и процент потребления ими шины данных был измерен методом, описанным в [1]. Отме-

тим, что в первой серии никакие 8 работ не замедляли друг друга, т.к. процент потребления шины 

данных каждой работой менее 12%.  

В таблице 1 представлены результаты сравнения решений, найденных генетическим алго-

ритмом, с решениями жадного алгоритма, предложенного ранее. Жадный алгоритм выбирает ра-

боты для выполнения так, чтобы они как можно меньше замедляли друг друга, при этом ядра не 

должны простаивать (т.е. каждое ядро должно выполнять по одной работе в каждый момент вре-

мени, пока есть работы для выполнения). Во всех примерах генетический алгоритм демонстри-

рует лучшее качество решений. Среднее преимущество по серии из 50 работ составляет 6.1%, а 

по серии из 100 работ – 19.44%.  

В таблице 2 представлены результаты сравнения решений генетического алгоритма с ниж-

ней границей, которая вычисляется как максимум из длины самой длинной работы и суммы дли-

тельностей всех работ (при условии, что работа выполняется без замедления), деленная на коли-

чество ядер. Для серии с 50 работами алгоритм отклоняется от нижней границы не более чем на 

0.3%, в то время как для серии со 100 работами минимальное отклонение составляет 45.03%. Это 

связано с тем, что при вычислении нижней границы не учитываются возможные замедления ра-

бот друг друга.  
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Таблица 1. Минимальное, среднее и максимальное отклонение  

решений жадного алгоритма от решений генетического алгоритма 

 min avg max 

50 работ, 8 ядер 1.97% 6.1% 12.97% 

100 работ, 24 ядра 13.77% 19.44% 27.83% 

Таблица 2. Минимальное, среднее и максимальное отклонение  

решений генетического алгоритма от нижней границы 

 min avg max 

50 работ, 8 ядер 0.13% 0.18% 0.26% 

100 работ, 24 ядра 45.03% 53.17% 61.83% 

При малом числе работ (n = 10) генетический алгоритм также сравнивался с коммерческим 

пакетом CPLEX и показал сравнимые результаты.  
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МОДЕЛИРОВАНИЕ АЛГОРИТМА ДВИЖЕНИЯ РОБОТА 

В УСЛОВИЯХ СКЛАДСКИХ ПОМЕЩЕНИЙ 

Д.А. Збруев, Н.А. Борисов 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

Описан комплекс управления складом, состоящий из компьютера, управляющего 

складом, и робота-погрузчика. Задача комплекса – обеспечить движение погрузчика 

из текущего положения к ячейкам с необходимыми товарами по кратчайшему марш-

руту при условии возможного наличия препятствий на складе. Кроме того, робот дол-

жен в автоматическом режиме брать товар из выбранных ячеек 

Ключевые слова: роботизация склада, робот-погрузчик, поиск кратчайшего пути. 

 

1. Введение 

В настоящее время идет активная автоматизация больших складов, позволяющая сократить 

время на выполнение различных операций и исключить человеческий фактор. В связи с этим 

происходит активное внедрение беспилотных погрузчиков, в частности подобные аппараты вы-

пускаются фирмами Rocla и TOYOTA [1]. 

Однако у этих аппаратов есть ряд серьезных недостатков, главный из которых - ограничен-

ное число маршрутов (не более 3-х), что не позволяет полноценно использовать данные аппараты 

на больших складах. Также эти погрузчики могут брать не более одного ящика за поездку, что 

при интенсивном товарообороте может приводить к очень большим задержкам. Кроме того, учи-

тывая курс на импортозамещение, создание комплекса, не использующего иностранные средства 

связи (а в иностранные погрузчики используют GPS), является очень востребованным. 

В связи с этим было принято решение создать принципиально новую действующую модель 

автоматизированного комплекса управления складом, предназначенного для перевозки грузов, 

состоящего из системы управления складом и  робота-погрузчика, способного передвигаться по 

неограниченному числу маршрутов и брать до 2-х ящиков за поездку, чтобы данный комплекс 

можно было применять, в том числе на больших складах. Комплекс должен использовать рос-

сийское программное обеспечение, а также предоставлять возможность специальному роботу-

погрузчику перемещаться в любую точку склада. 

2. Разработка и исследование программного комплекса 

2.1. Описание схемы взаимодействия узлов комплекса 

 

 Рис. 1. Схема взаимодействия узлов комплекса управления складом 
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Оператор склада, используя специальное приложение, написанное на python, выбирает то-

вары (по артикулам), которые необходимо взять со склада. Далее программа строит кратчайший 

маршрут из текущего положения робота к ячейкам с необходимыми товарами, после чего марш-

рут преобразуется в массив команд для робота, который передается по Wi-Fi на микроконтроллер 

Raspberry Pi 3, установленный на робота. На  Raspberry Pi 3 производится проверка принятого 

массива, после чего по Wi-Fi отправляется сообщение об успешном приеме, далее производится 

передача массива команд на микроконтроллер Arduino Mega. Управление роботом передается 

Arduino Mega, и робот начинает движение по складу. 

Необходимо отметить, что 2 микроконтроллера на роботе-погрузчике выполняют разные за-

дачи. Raspberry Pi 3 обеспечивает связь по Wi-Fi с компьютером, управляющим складом, а также 

осуществляет общее управление роботом и полностью «принимает управление» при возникно-

вении нештатных ситуаций (например, появление препятствия на пути движения робота), так 

как для объезда препятствия необходима большая вычислительная мощность, чем та, которой 

располагает Arduino Mega. К Arduino Mega при этом подключена большая часть датчиков, плат 

управления моторами и концевых выключателей (благо большое количество пинов позволяет 

это сделать). Главная же задача Arduino Mega - управлять перемещением робота при движении 

по построенному маршруту. 

После того, как массив команд был принят Arduino Mega, робот начинает движение под 

управлением этого микроконтроллера. Если в процессе движения робот не встретил препят-

ствий, то после окончания поездки с Arduino на Raspberry Pi 3 будет отправлено сообщение о 

том, что поездка прошла успешно (это сообщение будет ретранслировано на компьютер, управ-

ляющий складом). Если же робот встретил препятствие, робот отправляет сообщение о том, что 

на участке маршрута между перекрестками с номерами n1 и n2 робот встретил препятствие. Да-

лее Raspberry Pi 3 принимает управление, и робот пытается объехать препятствие. Если препят-

ствие удается объехать, то Raspberry Pi 3 запоминает участок маршрута, где находится препят-

ствие, и дает команду Arduino на продолжение движения по ранее переданному маршруту.  

После успешного завершения поездки на компьютер, управляющий складом, будет отправ-

лено сообщение о том, что между перекрестками с номерами n1 и n2 находится препятствие, но 

робот сумел его объехать. Если же объехать препятствие не получилось, отправляется сообще-

ние о том, что между перекрестками с номерами n1 и n2 находится препятствие и робот не может 

его объехать. Соответствующее сообщение отображается на экране компьютера, управляющего 

складом. Далее соответствующее ребро будет удалено из графа, описывающего склад, после чего 

автоматически будет произведен перерасчет маршрута. Если к указанным ячейкам можно подъ-

ехать, то программа преобразует новый маршрут в массив команд, после чего отправит роботу 

по Wi-Fi, о чем будет сообщено оператору склада. 

2.2. Описание принципа движения робота по складу 

Для того, чтобы робот мог перемещаться по складу к нужным ячейкам, был применен сле-

дующий принцип: на полу склада нанесены линии белого цвета, вдоль которых едет робот, ис-

пользуя специальные датчики, а именно датчики линии, распознающие белый и чёрный цвета 

(на самом деле, цвет линии можно сделать любым, но для упрощения восприятия и отладки были 

выбраны именно такие цвета).  

В местах пересечения линий (далее будем называть их перекрёстками) нанесены специаль-

ные метки. В днище погрузчика установлен датчик, который считывает эти метки при въезде на 

перекрёсток.  

Таким способом робот определяет свое местоположение на складе. Маршрут представляет 

собой набор определённых команд. Рассмотрим это более подробно на примере: 

На рис. 2 изображен простейший склад (вид сверху). Допустим, погрузчику необходимо из 

исходного положения добраться до зачеркнутой крестом ячейки, взять оттуда товар и вернуться 

в исходную точку. Для удобства все перекрестки пронумерованы. 
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 Рис. 2. Складское помещение (вид сверху) 

В данном примере маршрут будет выглядеть следующим образом: 

1. начать движение вперед, 

2. на следующем перекрестке (обозначен цифрой 3) повернуть влево, продолжить движение 

вперед, 

3. через один перекресток (обозначен цифрой 1, перекресток 2 робот должен просто про-

ехать) остановиться, повернуть вправо и взять товар с n-го яруса, где n={1, 2}, 

4. повернуть вправо, начать движение вперед, 

5. через один перекресток (обозначен цифрой 3) повернуть вправо, продолжить движение 

вперед, 

6. при достижении исходной точки остановиться. 

Если представить этот склад в виде связного графа (рис. 3), где вершинами графа являются 

перекрестки, а ребрами - дороги (на рисунке отмечены жирными черными линиями), то склад 

будет иметь вид:  

 

Рис. 3. Связный граф, описывающий складское помещение на рис. 2 

Соответственно, маршрут можно записать так:  

0, 3, 2, 1, 2, 3, 0, где 0 - исходное положение робота.  

Для построения наиболее оптимального маршрута используем алгоритм А-star [3]. Данный 

алгоритм выбран, так как он обладает свойством оптимальности, т.е. он гарантирует получение 

лучшего из возможных результатов (этим свойством не обладают “жадные” алгоритмы). Кроме 

того, алгоритм обладает высоким быстродействием.  

2.3. Описание эвристической функции оценки расстояния 

Для работы алгоритма A-star необходимо иметь возможность рассчитать значение F для лю-

бой вершины. Расчет производится по формуле:  

F = G + L  
где G (в общем случае) - вес пути от стартовой вершины до рассматриваемой вершины, L - 

оценка веса пути от рассматриваемой вершины до конечной.  

 

Рис. 4. Формула расчета манхэттенского расстояния 
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Поскольку все перекрестки на складах имеют прямые углы, то для расчета L используется 

манхэттенское расстояние, которое  рассчитывается по формуле (рис. 4).  

2.4. Анализ эффективности программы при различных размерах 

смоделированного склада  

После реализации алгоритма A-star были проведены эксперименты, в ходе которых прове-

рялась правильность работы алгоритма, и измерялось время работы алгоритма в секундах при 

различных размерах склада. В таблице 1 представлены результаты этих экспериментов. 

Таблица 1. Результаты экспериментов 

Геометриче-

ские размеры 

склада в ячей-

ках 

Количество 

ячеек на 

складе 

Среднее 

время по-

строения 

маршрута, с 

Геометриче-

ские размеры 

склада в ячей-

ках 

Количество 

ячеек на 

складе 

Среднее 

время по-

строения 

маршрута, с 

40х10 400 0.0 300х250 75000 3.075 

70х40 2800 0.03125 400х300 120000 10.1 

100х60 6000 0.1 500х400 200000 21.7617 

140х90 12600 0.2 600х500 300000 39.125 

170х120 20400 0.4 700х600 420000 60.25 

210х150 31500 0.653125 1000х800 800000 118.5 

250х200 50000 1.5    

 

 

Рис. 5. График зависимости максимального времени построения маршрута  

от количества ячеек на складе 

В ходе экспериментов было установлено, что алгоритм A-star строит оптимальный маршрут 

для движения робота по складу, причем, если размер склада меньше 40000 ячеек, то маршрут 

будет построен в среднем менее чем за 1 секунду. Но на больших складах (больше 100000 ячеек) 

время построения маршрута превышает 5 секунд. Для ускорения процесса необходимо написать 

алгоритм A-star на языке С++ (в данный момент вся программа написана на python). Также необ-

ходимо написать эвристическую функцию оценки расстояния на языке С++. Кроме того, можно 

создать двумерный массив расстояний между различными перекрестками. Этот массив будет ав-

томатически рассчитываться при создании склада, храниться в базе данных и при запуске про-

граммы считываться из базы данных. Эти оптимизации будут реализованы в следующей версии 

программы. 

2.5. Построение массива команд 

Итак, при помощи алгоритма A-star маршрут между двумя перекрёстками построен. 

Напомню, что маршрут - это массив номеров перекрёстков, через которые необходимо проехать 
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роботу, чтобы добраться до пункта назначения. Но робот, перемещаясь по складу, не может счи-

тывать номера перекрёстков, так как система считывания номеров перекрёстков сильно услож-

нила бы систему и сделала её менее надёжной. Следовательно, необходимо превратить маршрут 

(то есть массив номеров перекрёстков) в массив инструкций, понятных роботу. Одна инструкция 

для робота состоит из двух чисел: 

1. Номер команды, которую должен выполнить робот. 

2. Число перекрёстков, через которое эта команда должна быть выполнена. Далее этот па-

раметр будет называться «счетчик». 

Такая система позволяет отвязаться от номеров перекрёстков, так как робот не может узнать 

номер конкретного перекрёстка, но может с точностью 100% посчитать их количество на своем 

пути. 

2.6. Объезд препятствия 

После обнаружения препятствия первая задача робота – оценить ширину препятствия и ши-

рину коридоров, находящихся справа и слева от препятствия [2]. Для этого робот сканирует про-

странство обеими передними лидарами, при этом измеряется расстояние до объектов при теку-

щем угле поворота. Далее производится оценка ширины препятствия и двух коридоров. Рассмот-

рим этот процесс на примере оценки ширины правого коридора (рис. 6). 

 

 

Рис. 6. Условные обозначения для расчета ширины проезда 

Для нахождения искомой ширины S необходимо воспользоваться теоремой косинусов: 

S2 = d1
2 + d2

2 −  2 ∙ d1 ∙ d2 ∙ cos (a)  
Необходимо пояснить, что при ширине препятствия больше 22 см точность измерения ши-

рины препятствия и коридоров с помощью лидаров существенно падает. Это связано с особен-

ностями самих лидаров: по сути, это сервопривод, на котором установлен датчик HCSR04 (рис. 

7) [4].   

 

Рис. 7. Лидар 

В дальнейшем планируется установка более совершенных лидаров. Поэтому, если ширина 

препятствия больше 22 см, используется другой метод оценки ширины коридоров. Идея этого 

метода заключается в том, что измерение ширины препятствия и коридоров проводится не с по-

мощью лидаров, а с помощью датчиков скорости вращения колёс, которые обладают очень вы-

сокой точностью при измерении расстояния. Реализован этот процесс следующим образом: по-

сле проведения измерения ширины препятствия при помощи лидаров, если полученное значение 

больше 22 см, то робот поворачивает на 90° вправо, далее производится измерение ширины пра-

вого коридора.  

Общая блок-схема алгоритма объезда препятствий изображена на рис. 8. 
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Рис. 8. Блок-схема алгоритма объезда препятствий 

3. Заключение 

В данной работе описан общий принцип работы комплекса управления складом. Написано 

программное обеспечение, выполнена настройка системы таким образом, что робот берет грузы 

из заданных ячеек с надёжностью 100%. Реализована и проверена система обмена данными 

между роботом и графическим приложением. Реализована и испытана система объезда препят-

ствий. Код проекта, написанный на Python [5] можно найти по ссылке 

https://github.com/denis915959/robot. 
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ГРАФЫ ТРИГОНАЛЬНЫХ КРИВЫХ И ЖЕСТКИЕ ИЗОТОПИИ 

ОСОБЫХ ВЕЩЕСТВЕННЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КРИВЫХ 

БИСТЕПЕНИ (4,3) НА ГИПЕРБОЛОИДЕ1* 

В.И. Звонилов 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

В работе даны доказательства сформулированных ранее автором утверждений о един-

ственности компонент связности 16-ти классов вещественных алгебраических кривых 

бистепени (4,3), имеющих единственную невырожденную двойную точку или точку 

возврата. Основным техническим средством являются графы вещественных триго-

нальных кривых на поверхностях Хирцебруха. 

Ключевые слова: пространства вещественных алгебраических кривых, кривые на квад-

риках, тригональные кривые. 

 

1. Определения 

Пусть [𝑥0: 𝑥1], [𝑦0: 𝑦1] – однородные координаты на гиперболоиде 𝑃1 × 𝑃1. Вещественная 

алгебраическая кривая бистепени (𝑚1,𝑚2) на гиперболоиде определяется уравнением 

𝐹(𝑥0, 𝑥1; 𝑦0, 𝑦1) = 0, где 𝐹 – вещественный однородный многочлен степеней 𝑚1 и 𝑚2 по 𝑥0, 𝑥1 и 

𝑦0, 𝑦1. 

Обозначим через 𝐶𝑚,𝑛 пространство вещественных алгебраических кривых бистепени 

(𝑚, 𝑛) на гиперболоиде. 

Вещественная схема вещественной алгебраической кривой 𝐴 (на плоскости, на поверхно-

сти) – это схема взаимного расположения компонент её вещественной части ℝ𝐴 (вещественных 

ветвей - для особой кривой). Овалом называется компонента, стягиваемая на плоскости, на по-

верхности. 

Вещественная алгебраическая кривая 𝐴 принадлежит типу 𝐼, если множество ℂ 𝐴̃ \ℝ 𝐴̃ не-

связно, где 𝐴̃ – нормализация кривой 𝐴, и типу 𝐼𝐼, если оно связно. Если 𝐴 принадлежит типу 𝐼, 
то ориентация множества ℝ𝐴̃ как края замыкания одной из двух половин множества ℂ 𝐴̃ \ℝ 𝐴̃ 

называется комплексной. Комплексная схема кривой есть вещественная схема + тип + комплекс-

ные ориентации (для типа 𝐼). 
Вещественная схема называется неопределённой, если существуют кривые обоего типа с 

этой схемой. 

Жесткой изотопией вещественных алгебраических кривых некоторого класса называется 

путь в пространстве кривых этого класса. 

2.  Поверхности Хирцебруха, преобразования Нагаты, тригональные 

кривые  

Поверхность Хирцебруха 𝛴𝑘 , 𝑘 ≥ 0, является пространством линейного расслоения 𝑞: 𝛴𝑘 →
𝑃1, т.е. вещественной рациональной линейчатой поверхностью с исключительным веществен-

ным сечением 𝐸𝑘, 𝐸𝑘
2 = −𝑘. Поверхность 𝛴0 = 𝑃

1 × 𝑃1 является гиперболоидом, в котором в ка-

честве исключительного сечения можно взять любую кривую бистепени (0,1). В пространстве 

𝐶𝑚,𝑛 при изучении кривых с единственной особенностью исключительным сечением считается 

кривая бистепени (0,1), проходящая через особую точку кривой. 

Положительным (отрицательным) преобразованием Нагаты называется послойное бира-

циональное преобразование 𝛴𝑘 → 𝛴𝑘+1 (соответственно, 𝛴𝑘 → 𝛴𝑘−1), состоящее из раздутия 

                                                      
1* Работа поддержана Минобрнауки РФ, проект FSWR-2023-0034. 
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точки 𝑝 ∈ 𝐸𝑘 (соответственно, 𝑝 ∉ 𝐸𝑘) и последующего стягивания в точку собственного прооб-

раза слоя 𝑞−1(𝑝). 
Положительное (отрицательное) преобразование Нагаты переводит 𝐸𝑘 в 𝐸𝑘+1 (соответ-

ственно, в 𝐸𝑘−1). 

Алгебраическая кривая 𝐶 ⊂ 𝛴 называется тригональной, если сужение 𝑞|𝐶 является трёх-

листным разветвлённым накрытием. Кривая называется собственной, если она не пересекается 

с исключительным сечением. 

Положительное и отрицательное преобразования Нагаты устанавливают взаимосвязь между 

(тригональными) кривыми бистепени (𝑚, 3) на гиперболоиде и собственными тригональными 

кривыми: кривой 𝐶 ⊂ 𝛴0 отвечает её образ 𝑁(𝐶) ⊂ 𝛴𝑚 при положительном преобразовании 

Нагаты, раздувающем точки пересечения кривой 𝐶 с кривой 𝐸0 ⊂ 𝛴0 = 𝑃
1 × 𝑃1. Ясно, что при 

этом жёстко изотопным кривым отвечают жёстко изотопные. 

3. Граф тригональной кривой 

В некоторой аффинной карте на 𝛴𝑘 исключительное сечение 𝐸𝑘 и собственная тригональная 

кривая 𝐶 определяются уравнениями 𝑦 = ∞ и 𝑦3 + 𝑏(𝑥)𝑦 + 𝑤(𝑥) = 0, где 𝑏 и 𝑤 – сечения рас-

слоения q, которые можно рассматривать как однородные многочлены степеней 2𝑘 и 3𝑘. Рацио-

нальная функция 𝑗 = 𝑗𝐶 =
4𝑏3

𝛥
= 1 −

27𝑤2

𝛥
 называется 𝑗-инвариантом кривой 𝐶.  

Пусть круг 𝐷 – фактор-пространство прямой ℂ𝑃1 по комплексному сопряжению, а pr: ℂ𝑃1 →
𝐷 – проекция. В образе 𝑗-инварианта  𝑗𝐶 : ℂ𝑃

1 → ℂ𝑃1 = ℂ ∪ {∞} вещественной тригональной кри-

вой 𝐶 ⊂ 𝛴𝑘 раскрасим ℝ𝑃1 следующим образом: 0, 1, и ∞ – это, соответственно, чёрная, белая и 

крест-вершина; (∞, 0), (0,1) и (1,∞) – это, соответственно, сплошное, жирное и штриховое 

ребро. Прообраз 𝛤𝐶 = pr(𝑗𝐶
−1(ℝ𝑃1)), наделённый соответствующей раскраской, называется гра-

фом тригональной кривой 𝐶. 

4. Основной результат 

В работе автора утверждалось, что неособая кривая бистепени (4,3) на гиперболоиде опре-

деляется с точностью до жесткой изотопии своей комплексной схемой. Для доказательства этого 

использовался подход, предложенный в [1]  для получения жесткой изотопической классифика-

ции плоских вещественных квинтик и основанный на теореме 1 работы [2], указывающей все 

компоненты связности пространства кривых бистепени (4,3), имеющих единственную невырож-

денную двойную точку или точку возврата. В настоящей работе указанная теорема 1 доказыва-

ется другим способом – с использованием графов вещественных тригональных кривых на по-

верхности Хирцебруха 𝛴3, полученных из особых кривых бистепени (4,3). Доказательство этой 

теоремы было начато автором в [1]; в [2] был указан пробел в этом доказательстве, который 

устранён в настоящей работе. 

Теорема. Для каждой из 16-ти вещественных схем, указанных на рис. 1, жёсткий изото-

пический класс особой вещественной алгебраической кривой бистепени (4,3) с этой схемой од-

нозначно определяются комплексной схемой этой кривой. 

 
Рис. 1. Схемы особых кривых бистепени 

(4,3) на гиперболоиде, 0 ≤ l ≤ 5 (при l = 3 схема неопределённая) 
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РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМОВ ПОДГОТОВКИ НАЧАЛЬНОГО 

СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ КУБИТОВ С УЧЕТОМ ОГРАНИЧЕНИЙ 

СОВРЕМЕННЫХ КВАНТОВЫХ КОМПЬЮТЕРОВ 

А.Д. Ивлев 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

Подготовка произвольного состояния системы кубитов является важной и актуальной 

задачей квантовых вычислений. Её важность обуславливается тем, что многие кванто-

вые алгоритмы требуют предварительной загрузки классических данных на квантовые 

устройства. В данной работе рассмотрены некоторые актуальные подходы и их алго-

ритмическая трансляция в язык QASM с учетом топологии и базисных наборов гейтов 

современных квантовых компьютеров. Проведены эксперименты на симуляторах иде-

альных и реальных квантовых компьютеров, по результатам которых проведено срав-

нение теоретических оценок точности и размеров квантовых схем и их практической 

реализации. 

Ключевые слова: квантовые вычисления, подготовка квантового состояния, QASM 

 

1. Введение 

Подготовка произвольного состояния системы кубитов является важной и актуальной зада-

чей квантовых вычислений. Это обуславливается тем, что многие квантовые алгоритмы требуют 

предварительной загрузки классических данных на квантовые устройства, например квантовые 

нейронные сети [1], контроль результатов с помощью гейта SWAP [2] или решение систем ли-

нейных уравнений [3]. 

Задается нормированный вектор состояния системы кубитов |𝜓⟩ ∈ ℂ2
𝑛
, где n – количество 

кубитов. Необходимо построить квантовую схему, которая задаёт унитарное преобразование 𝑈, 

которое переводит исходное состояние |0⟩⊗𝑛 в желаемое |𝜓⟩ (𝑈|0⟩⊗𝑛 = |𝜓⟩). 
Известно, что размер квантовых схем подготовки n-кубитного квантового состояния оцени-

вается 𝑂(2𝑛), при использовании однокубитных гейтов и гейта CNOT в качестве универсального 

базового набора [4]. Но при этом теоретическая глубина схем может достигать 𝑂(𝑛2) при ис-

пользовании дополнительных кубитов [5]. 

В данной работе рассмотрены некоторые актуальные подходы, описанные в статьях [5, 6] и 

их алгоритмическая трансляция в язык QASM [7] с учетом топологии и базисных наборов гейтов, 

на примере архитектуры квантовых компьютеров IBM. На основе экспериментов была оценена 

точность алгоритмов и проведено сравнение теоретических оценок размеров и глубины идеаль-

ных квантовых схем и их практической реализации. 

2. Подготовка квантового состояния с помощью управляемых гейтов 

поворота 

В данном разделе будет рассмотрен модифицированный алгоритм подготовки квантового 

состояния с помощью управляемых гейтов [5]. Данный алгоритм не использует дополнительных 

кубитов, а размер и глубина его квантовой схемы оцениваются O(2^n). 

Основная идея алгоритма заключается в том, что мы представляем все комплексные числа 

вектора состояния в показательном виде, рассматриваем подзадачу построения вектора из дей-

ствительных чисел, и далее – подзадачу наложения фазы на полученный вектор. 

Первая подзадача сводится к распределению 1 (соответствует начальному состоянию, где 

все кубиты в состоянии |0⟩) по всему вектору в необходимых пропорциях. Разделим первую 

часть алгоритма на 𝑛 итераций (𝑖 = 1, 𝑛), на каждой из которых мы будем рассматривать только 

первые 2i значений вектора. То есть на каждой итерации мы будем задействовать только первые 
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𝑖 кубитов, причём старший из них изначально будет находиться в состоянии 0. Задача итерации 

распределить значения из первой половины на весь под вектор из 2i значений. 

Разобьём 2i значений на пары по их позициям (𝑗, 2𝑖−1 + 𝑗), 𝑗 = 0, 2𝑖−1 − 1. Можно заметить, 

что данные значения описываю состояния, которые отличаются только значением старшего, для 

данной итерации, кубита. Следовательно мы можем выделить данные состояния, используя мно-

жественный контроль [8], и применить гейт 𝑅𝑦(𝜑) к каждой паре по отдельности. То есть мы 

свели задачу итерации к переходу пар из состояния (𝑐, 0) к (𝑎, 𝑏). 
Пример первых двух итерации построения вектора модулей приведен ниже (рис. 1). 

 

Рис. 1. Квантовая схема первых двух шагов построения вектора модулей  

Для завершения основной части алгоритма нам осталось определить углы 𝜑 для применения 

гейтов 𝑅𝑦(𝜑). Рассмотрев данный процесс для одной пары, получим что 𝑎 = 𝑐 ∗ cos(𝜑 2⁄ ) , 𝑏 =
𝑐 ∗ sin(𝜑 2⁄ ). Тогда 𝜑 = 2arccos (𝑎 𝑐⁄ ) при 𝑐 ≠  0 (𝜑 = 0 при 𝑐 = 0). При 𝑖 =  n мы знаем a, b для 

каждой пары, так как это известные нам значения желаемого вектора состояний |𝜓⟩. Поэтому 

для определения углов мы будем идти от последней итерации к первой “сворачивая” вектор к 

нулевому состоянию, используя соотношение 𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2. 
Вторая подзадача в общем случае может быть решена с использованием гейта 𝑃(𝜑), но 

ввиду того, что данный гейт редко входит в базовый набор гейтов реальных квантовых систем, 

будем использоваться гейт 𝑅𝑧(𝜑), что повлечёт за собой накопление глобальной фазы, но данная 

проблема будет рассмотрена отдельно. 

В исходной статье решение предполагает наложение углов по аналогии с конструированием 

вектора модулей, последовательно применяя после гейтов 𝑅𝑦(𝜑) гейты 𝑅𝑧(𝜓) с множественным 

контролем. В моём решении предлагается модифицировать последнюю итерацию алгоритма 

применяя гейты  𝑅𝑦(𝜑) и 𝑅𝑧(𝜓) одновременно. 

Углы фазы 𝜓 в отличии от исходной статьи не требуется вычислять, так как они нам из-

вестны из представления вектора состояния в показательном виде (𝑟𝑘ⅇ
𝑖𝜓𝑘). Следовательно, на 

последней итерации (𝑐, 0) → (𝑎ⅇ𝑖𝜓1 , 𝑏ⅇ𝑖𝜓2), то есть мы можем не задействовать дополнительные 

гейты CNOT для поворота на фазу, так как второе значение в паре (𝑐, 0) равно 0. Пример одного 

шага последней итерации приведен на рис. 2. 

 
Рис. 2. Блок квантовой схемы, выполняющий поворот на заданную фазу  

 

Данный алгоритм является теоретически точным, то есть его реальная точность ограничена 

лишь точностью выполнения операций на классическом компьютере при подсчете углов и на 

квантовом компьютере при исполнении схемы. 

3. Подготовка квантового состояния с помощью концепции разделяй и 

властвуй 

Предложенный в статье [5] алгоритм, представляет собой оптимизацию предыдущего алго-

ритма, которая за счет использования 2𝑛 − 𝑛 − 1 дополнительных кубитов приводит асимпто-

тику глубины схемы к 𝑂(𝑛2), но сохраняя её размер O(2𝑛). 

Идея заключается в развертке алгоритма в ширину вместо длины за счет древовидной струк-

туры алгоритма и гейтов CSWAP. Такая организация позволяет выполнять квантовые гейты па-

раллельно. Пусть N =  2𝑛, тогда алгоритм построения схемы может быть описан как на рис. 3. 
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Рис. 3. Подготовка квантового состояния с помощью концепции разделяй и властвуй [5] 

Углы для гейтов Ry вычисляются также, как в предыдущем случае, но для Rz требуются 

дополнительные вычисления [5]. На рис. 4 повернутое дерево углов и схема, созданная с помо-

щью стратегии разделяй и властвуй для подготовки состояния 3-х кубитов. Результат храниться 

в кубитах q0, q1 и q3, а прочие кубиты являются дополнительными. 

 

Рис. 4. Повернутое дерево углов и схема, созданная с помощью стратегии разделяй и властвуй для подго-

товки состояния 3-х кубитов [5] 

4. Подготовка квантового состояния в виде аппроксимации 

унитарного оператора 

Любая квантовая схема представляет собой некоторый унитарный оператор. Соответ-

ственно получив вид данного оператора для схемы, описанной в разделе 2, можно аппроксими-

ровать его.  

Первый столбец данного оператора всегда будет вектором состояния, которое мы хотим по-

строить. Что естественным образом получается из нашей постановки задачи в виде  

𝑈|0⟩⊗𝑁 = |𝜓⟩, где |𝜓⟩ – желаемое состояние. Соответственно для решения данной задачи в об-

щем случае достаточно брать унитарный оператор U с первым столбцом |𝜓⟩. 
Для этого решим более общую задачу аппроксимации произвольного унитарного оператора 

U размера 2𝑛 × 2𝑛 некоторой конечной квантовой схемой на основе некоторого конечного 

набора базовых гейтов. Так как базовые наборы гейтов для разных квантовых компьютеров часто 

отличаются, то, представляя один универсальный набор гейтов через другой с помощью данного 

алгоритма, мы можем обеспечить переносимость квантовых схем на разные квантовые процес-

соры, что также будет использоваться в данной работе. 
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Идея алгоритма заключается в том, что мы заготавливаем несколько параметризованных 

шаблонных схем. И пытаемся оптимизировать параметры, порядок применения и количество по-

вторений данных шаблонов, чтобы полученная в результате матрица схемы минимально отлича-

лась от желаемой. Так как мы хотим аппроксимировать произвольный унитарный оператор, то 

мы изначально ничего не знаем о его виде, поэтому, для универсальности, за базовый шаблон 

будем брать некоторые аналоги схемы 2 (рис. 5). 

Следовательно, предложенный универсальный метод может быть не оптимальным и коли-

чество повторений шаблонных схем для достижения высокой точности может достигать 2𝑛, но 

как правило не более. Подбор оптимальных параметров будет происходить, как решение задачи 

оптимизации: min
𝑝
||𝑈 −𝑀(𝑝)||, где M(p) – матрица параметризованной схемы с набором пара-

метров p – соответственно, и используется норма Фробениуса. 

 

 

Рис. 5. Типовые примеры шаблонных схем [9] 

5. Влияние ограничений современных квантовых компьютеров на 

построение алгоритмов 

На примере квантовых компьютеров, находящиеся в открытом доступе через сервис IBM 

Quantum, рассмотрим влияние их ограничений на построение алгоритмов. В данный момент ба-

зовым набором гейтов для всех доступных для общего пользования квантовых машин является 

набор ECR, I, Rz, SX, X. Он отличен от используемых теоретиками, но он также представляет 

собой универсальную систему. Аппроксимируем базовые гейты, используемые для построения 

алгоритмов подготовки начального состояния, с помощью алгоритма аппроксимации унитар-

ного оператора. 

 

Рис. 6. Аппроксимация гейтов CNOT (с точностью до глобальной фазы 𝑒𝑖
𝜋

4), H и Ry(φ) 

Несложно заметить, что такая замена увеличивает в разы количество используемых гейтов. 

Например, количество двухкубитных гейтов увеличится ровно в 2 раза. 

Следующим ограничением является топология квантового компьютера. В отличие от иде-

альной модели связь кубитов представляет собой неполный ориентированный граф, что накла-

дывает ограничения на применение двухкубитных гейтов. Так как любые 2 кубита связаны, либо 

напрямую, либо по цепочке, то, если кубиты не являются соседями представим исходный CNOT 

эквивалентной последовательностью гейтов между соседними кубитами [10], но такой подход 

увеличивает сложность применения CNOT от O(1) к O(p), где p – длина цепочки кубитов. Если 

связь есть, только в одну сторону, то мы можем «перевернуть» CNOT с помощь гейтов H приме-

ненных к обоим кубитам до и после обратного CNOT. 
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Также на реальных системах присутствуют ошибки выполнения гейтов. Но в данной работе 

не рассматриваются оптимизационные алгоритмы и алгоритмы компенсации ошибок, чтобы от-

следить точность работы подготовки начального состояния в реализации приближенной к тео-

ретической. 

Также может возникнуть проблема наличия глобальной фазы. Она обычно не доставляет 

проблем, так как не влияет на результат измерения, но всё же есть некоторые алгоритмы, такие 

что при возникновении глобальной фазы внутри которых, мы можем получить результат отлич-

ный от желаемого, например алгоритм подготовки начального состояния. 

Применение гейта X с r управляющими кубитами (CnNOT), сконструированного через 

CnRz(π) [8], будет прибавлять глобальную фазу 
π

2r+1
. Соответственно применив два раза данный 

гейт с одинаковыми параметрами, мы не изменим модуль состояния, но увеличим глобальную 

фазу на 
π

2r
. 

В нашем случае алгоритм подготовки начального состояния с помощью гейтов поворота не 

подвержен данной ошибке при 𝑛 >  1, так как на i итерации r = i, причём гейт CnNOT применя-

ется 2𝑖+1 раз, следовательно глобальная фаза на итерации равна  

2𝑖+1∑
𝜋

2𝑘+1
𝑖
𝑘=1 =  𝜋2𝑖 ∑

1

2𝑘
𝑖
𝑘=1 =  𝜋(2𝑖 − 1). Угол глобальной фазы кратен 𝜋, следовательно он ра-

вен 0 (при 𝑖 =  0) или 𝜋, тогда требуется его погасить последовательностью гейтов XZYXZY 

применённых к любому кубиту. Его оптимизация с помощью дополнительных кубитов унасле-

дует данное свойство, а алгоритм подготовки начального состояния в виде аппроксимации не 

подвержен глобальной фазе, если шаблонная схема подобрана с учетом базисных гейтов и её 

количество повторений не меньше 2𝑛. 

6. Результаты экспериментов 

Построение и симуляция исполнения квантовых схем реализована с помощью библиотеки 

qiskit. Далее под идеальным симулятором будет пониматься AerSimulator, а под симулятором 

реального квантового компьютера FakeSherbrooke, который отображает поведение системы 

ibm_sherbrooke. 

Решение задачи оптимизации для аппроксимации унитарного оператора производиться чис-

ленно с использованием библиотеки scipy, с помощью метода, вызываемого по умолчанию функ-

цией minimize. За базовый шаблон взят аналог схемы 2 (рис. 5) в базисных гейтах квантового 

компьютера FakeSherbrooke. а количество её повторений будем считать фиксированным равным 

2𝑛. Тогда количество параметров схемы равно 3𝑛2𝑛. 

Прежде рассмотрим размеры и глубину квантовых схем в зависимости от количества куби-

тов. Результаты представлены в табл. 1, где также указано количество двухкубитных гейтов ECR. 

Параметр ширины схемы не рассматривается, так как он вычисляется явно и равен n для алго-

ритма с управляемыми гейтами поворота и аппроксимирующего алгоритма, и 2𝑛 − 1 для алго-

ритма, реализующего стратегию «разделяй и властвуй». 

Таблица 1. Сравнение размера полученных схем, количества гейтов ECR и глубины схем 

Количество 

кубитов 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

Управляемые 

повороты 

размер, 

ECR, 

глубина 

17, 

0, 

17 

148, 

8, 

93 

2204, 

200, 

1247 

23476, 

2184, 

12087 

184152, 

16648, 

92893 

1240956, 

110600, 

621351 

7820778, 

692744, 

3900877 

47883542, 

4230664, 

23838361 

Разделяй и 

властвуй 

размер, 

ECR, 

глубина 

5, 

0, 

5 

212, 

20, 

117 

1141, 

110, 

426 

6505, 

793, 

1433 

13086, 

1579, 

1827 

30273, 

3699, 

3074 

82370, 

10509, 

5609 

- 

Аппроксима-

ция 

размер, 

ECR, 

глубина 

14, 

0, 

14 

95, 

3, 

49 

266, 

14, 

112 

853, 

45, 

337 

2205, 

124, 

751 

5397, 

315, 

1645 

12749, 

762, 

3563 

29381, 

1785, 

7657 
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Алгоритм подготовки квантового состояния с помощью управляемых гейтов при действиях 

для обхода ограничений приобрёл сложность 𝑂(𝑛𝑛) за счет того, что он плохо ложиться на ли-

нейную топологию. 

Алгоритм «разделяй и властвуй» оказался более устойчивый к топологии, так как большее 

количество двухкубитных гейтов были применены между соседними кубитами. Но в отличие от 

теоретических оценок глубины схемы 𝑂(𝑛2) он перешел к 𝑂(2𝑛), а размер схемы к 𝑂(𝑛2𝑛),  и 

имеет схожую асимптотику с алгоритмом в виде аппроксимации унитарного оператора, но с 

большими константами. Также уже при 𝑛 =  8 алгоритму не хватило дополнительных кубитов. 

За счёт того, что шаблонная схема была заготовлена сразу с учётом ограничений квантовых 

компьютеров IBM, то алгоритм подготовки состояния в виде аппроксимации унитарного опера-

тора достигает меньшего количества используемых гейтов, сохраняя оценку размера схемы 

𝑂(𝑛2𝑛)и её глубины 𝑂(2𝑛). Но главную сложность данного подхода это решение классической 

задачи оптимизации для подбора 3𝑛2𝑛 параметров. 

Сравним точность данных алгоритмов с использованием идеального симулятора и симуля-

тора реального квантового компьютера в зависимости от количества кубитов. Зададим количе-

ство измерений квантовых схем в 20000, так как данное значение является максимальным при 

запуске на реальных квантовых компьютерах IBM. Исходя из размеров квантовых схем и коли-

чества измерений, эксперименты были проведены для подготовки состояний систем до 3-х ку-

битов (табл. 2). Для каждого размера схемы проведены испытаний на 10 произвольных векторах. 

Результат представляется, как средняя норма разницы исходных и полученных векторов. 

Таблица 2. Погрешность работы алгоритмов 

(идеальный симулятор, симулятор реального квантового компьютера) 

Количество кубитов 1 2 3 

Управляемые повороты 0.00255, 0.00735 0.00617, 0.08812 0.00841, 0.44880 

Разделяй и властвуй 0.00382, 0.00898 0.00489, 0.11497 0.00852, 0.29804 

Аппроксимация 0.00294, 0.00956 0.00727, 0.02402 0.01213, 0.25297 

 

Точность исполнения схемы на симуляторе идеального квантового компьютера обуславли-

вается, только погрешностью выполнения классических вычислений и количеством измерений. 

При исполнении на симуляторе реального квантового компьютера добавляется погрешность ис-

полнения квантовых гейтов и, так как она относительно велика, то вносит существенный вклад 

из-за размеров схем. Соответственно алгоритм подготовки состояния в виде аппроксимации уни-

тарного оператора показывает несколько лучшие результаты, но если посмотреть на абсолютные 

значения результатов, то ошибка является существенной. Например, на рис. 7 изображены ре-

зультаты, полученные алгоритмом “разделяй и властвуй” при подготовке состояния 3-х кубитов 

(ошибка 0.24173) и 4-х кубитов (ошибка 0.38991). 

 

 

Рис. 7. Заданный вектор состояния (синий) и полученный на симуляторе реального квантового компью-

тера (красный) алгоритмом “разделяй и властвуй” 
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Если при ошибке около 0.25 результат ещё различим, но с погрешностями, то из-за особен-

ностей квантового компьютера при исполнении больших схем результат может стримиться к 

равновероятному состоянию и ошибка будет расти. 

6. Заключение 

В данной работе были рассмотрены три возможных алгоритма подготовки начального со-

стояния. Их алгоритмическая реализация во всех случаях показала смещение оценки асимпто-

тики размера схемы и её глубины в худшую сторону. Лучший результат показал алгоритм под-

готовки состояния в виде аппроксимации унитарного оператора с 𝑂(𝑛2𝑛) и 𝑂(2𝑛) соответствено, 

но он требует ресурсоёмкой предварительной классической подготовки 3𝑛2𝑛 параметров схемы. 

Все алгоритмы показали низкую точность при алгоритмической реализации на архитектуру 

современного квантового компьютера ibm_sherbrooke. И на данный момент из-за высокой асимп-

тотики практической реализации в явном виде они пригодны лишь для подготовки состояний 

систем из не более чем 3-х кубитов. Возможно, применяя различные оптимизационные методы 

и алгоритмы компенсации ошибок, удастся увеличить это число, но без новых подходов, которые 

снизят асимптотику размера схемы или её глубины на практике, не стоит ожидать значительного 

улучшения. 
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АНАЛИЗ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ OPENBLAS 

НА ПРОЦЕССОРАХ С АРХИТЕКТУРОЙ RISC-V И X861* 

Е.А. Козинов, А.Ю. Пирова, В.Д. Волокитин, Е.А. Панова, 

А.В. Линев, И.Б. Мееров 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

Базовые операции линейной алгебры используются во многих научных приложениях 

и являются ключевыми вычислительно-трудоемкими операциями. В рамках работы 

анализируется производительность широко используемых библиотек оптимизирован-

ных функций линейной алгебры OpenBLAS и Intel oneMKL на процессорах с архитек-

турами RISC-V и x86. Предлагается методика тестирования, позволяющая сравнить 

производительность библиотек для большого числа тестовых случаев и различных 

объемов данных. На основе проведенных вычислительных экспериментов делаются 

выводы о производительности OpenBLAS в целом, а также выявляются функции, нуж-

дающиеся в дополнительной оптимизации.  

Ключевые слова: OpenBLAS, MKL, базовые функции линейной алгебры, RISC-V. 

 

1. Введение 

В последние несколько лет появились и получили большое распространение процессоры с 

открытой и свободно распространяемой архитектурой RISC-V [1-3]. Еще несколько лет назад 

такие процессоры были представлены только маломощными прототипами с невысокой произво-

дительностью. Вместе с тем, уже сейчас существуют промышленные образцы, сравнимые по 

производительности с Raspberry Pi 4 [4, 5], а также процессоры, подходящие для высокопроиз-

водительных вычислений [6, 7]. Появление современных и производительных процессоров тре-

бует комплексного развития программных средств: операционных систем, компиляторов, мате-

матических библиотек, а также подходов к анализу и оптимизации производительности [8-10]. 

Одной из важных групп математических операций, которые входят в вычислительное ядро 

многих прикладных научных приложений, библиотек для машинного обучения, математиче-

ского моделирования, являются операции с векторами и плотными матрицами. В 1979 г. был 

предложен стандарт интерфейса библиотек для базовых операций линейной алгебры, который 

получил название BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) [11]. В настоящее время разработано 

большое число открытых и коммерческих библиотек с реализациями этого стандарта для раз-

личных архитектур, в том числе OpenBLAS, Goto BLAS, Netlib BLAS, ATLAS, cuBLAS, Intel 

oneMKL BLAS и др. Среди реализаций, широко используемых для процессоров архитектуры 

х86, можно выделить BLAS из коммерческой библиотеки Intel oneMKL [12], оптимизированный 

для процессоров Intel, а также открытую библиотеку OpenBLAS [13,14], которая содержит опти-

мизированные реализации для различных типов процессоров и поддерживается большим сооб-

ществом разработчиков.  

В рамках данной работы проведен сравнительный анализ производительности библиотек 

OpenBLAS и Intel oneMKL на процессорах архитектуры x86, а также протестирована производи-

тельность библиотеки OpenBLAS на доступных процессорах с архитектурой RISC-V. В резуль-

тате анализа выделена группа функций библиотеки OpenBLAS, имеющих потенциал для низко-

уровневой оптимизации на процессорах архитектур RISC-V и x86.  

Статья имеет следующую структуру. В разделе 2 приводится краткое описание методики 

проведения вычислительных экспериментов. В разделе 3 описываются результаты вычислитель-

ных экспериментов. В заключении приводятся выводы и определяются направления дальнейших 

исследований. 

                                                      
1* Работа выполнена при поддержке программы академического лидерства ННГУ "Приоритет-2030" 
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2. Методика проведения вычислительных экспериментов 

Анализ производительности больших математических библиотек является нетривиальной 

задачей. Как правило, библиотеки содержат большое количество функций, сами функции могут 

содержать разные реализации в зависимости от размера исходных данных и целевой архитек-

туры, а также несколько параллельных реализаций. Как результат, замер производительности 

ведет к построению таблиц большой размерности, в которых затруднительно обобщить резуль-

таты. Для упрощения понимания и обобщения собранных данных мы предложили и использо-

вали методику, представленную ниже. 

В рамках работы производился замер производительности всех функций линейной алгебры 

с матрично-векторными и матричными операциями, описанными в стандарте BLAS (BLAS вто-

рого и третьего уровня). Для детального анализа производительности каждой функции были вы-

делены три класса запускаемых тестов, исходя из объема входных данных: «small», «medium», 

«large». В классе «small» объем исходных данных подбирался так, чтобы все данные попадали в 

кэш L1. В классе «medium» объем исходных данных подбирался так, чтобы все данные не попа-

дали в кэш L1, но при этом не выходили за кэш L3. В классе «large» объем исходных данных 

подбирался так, чтобы объем исходных данных превосходил кэш L3 и, при этом, данные полно-

стью помещались в оперативную память. В каждом классе тестов мы меняли размер исходных 

данных в зависимости от платформы, на которой производились вычислительные эксперименты.  

Для замера производительности использовалась библиотека BLAS-Tester [14, 15]. Тесты по-

вторялись несколько раз, замерялись время работы и производительность в MFlop. Так как на 

замер производительности могут влиять внешние факторы, среди всех результатов в рамках од-

ного класса отбрасывались 20% замеров с наименьшим значением MFlop и 5% замеров с 

наибольшим значением MFlop. Оставшиеся замеры усреднялись.  

Эксперименты проводились как для последовательных реализаций, так и для параллельных. 

В разделе 3 в результатах вычислительных экспериментов приведены данные для двух случаев: 

последовательный запуск и запуск на всех доступных вычислительных ядрах процессора. 

В первой серии экспериментов BLAS-Tester собирался на платформе с процессорами архи-

тектуры x86 с библиотеками OpenBLAS и Intel oneMKL. Выполненные эксперименты позволили 

оценить производительность OpenBLAS и найти несколько функций, нуждающихся в низко-

уровневой оптимизации. Во второй серии экспериментов BLAS-Tester и OpenBLAS собирались 

для платформы с процессором архитектуры RISC-V, что позволило сделать выводы о произво-

дительности доступных нам процессоров с архитектурой RISC-V. 

3. Результаты вычислительных экспериментов 

Вычислительные эксперименты проводились на нескольких разделах суперкомпьютера Ло-

бачевский. В качестве тестовой платформы с процессорами архитектуры x86 использовался сер-

вер с двумя процессорами Intel Xeon 4310T (всего 2 x 10 ядер Ice Lake, тактовая частота до 3.4 

GHz) и 64 GB оперативной памяти, операционной системой CentOS 7, компилятором GCC 9.5. 

В качестве тестовой платформы с процессорами архитектуры RISC-V использовался раздел, по-

строенный на основе плат Lichee Pi 4A [4] с процессорами TH1520 RISC-V (всего 4 ядра THead 

C910, тактовая частота до 1.8GHz, RISC-V ISA RV64GCV0p7), 16 GB оперативной памяти. На 

платах установлена операционная система Debian 12. На первой тестовой платформе тестирова-

лись библиотеки OpenBLAS v.0.3.28 и Intel oneMKL версии 2023.0.0 с помощью пакета BLAS-

Tester [15]. На второй тестовой платформе – только библиотека OpenBLAS v.0.3.28. Компиляция 

OpenBLAS и BLAS-Tester на RISC-V осуществлялась кросс-компилятором GCC 10.4.0 с под-

держкой векторных инструкций RVV 0.7.1 (Xuantie-900 linux-5.10.4 glibc gcc Toolchain V2.8.1 B-

20240115). 

Вычислительные эксперименты проводились согласно методике, описанной в разделе 2. 

Размеры входных данных для тестовых классов определялись таблицей 1. Тестирование прово-

дилось для вычислений в одинарной и двойной точности чисел с плавающей запятой. 
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Таблица 1. Допустимый объем данных для разных тестовых классов,  

в зависимости от вычислительной платформы 

Тестовый класс Платформа x86 Платформа RISC-V 

large > 50 МБ и < 64 ГБ > 4 МБ и < 16 ГБ 

medium > 2 МБ  и < 15 МБ > 256 КБ и < 1 МБ 

small < 0.5 МБ < 128 КБ 

В таблице 2 представлена часть собранных результатов вычислительных экспериментов для 

нескольких функций1. В первом столбце указано имя тестируемой функции. Во втором столбце 

приведен тестовый класс. Третий столбец содержит информацию о числе используемы потоков, 

при этом в скобках указано число потоков для процессоров RISC-V. Столбцы 4–5 содержат зна-

чения усредненной производительности функции в MFlop. В столбце 7 сравнивается производи-

тельность OpenBLAS и Intel oneMKL. В последнем столбце показано отставание процессоров 

RISC-V от x86 в рамках используемых платформ. 

Таблица 2. Производительность некоторых функций линейной алгебры  

для библиотек OpenBLAS и Intel oneMKL, тип данных double (данные приведены в MFlop) 

1 2 3 4 5 6 7 8 

Функция 
Тестовый 

класс 

Число 

потоков 

OpenBLAS 

x86 

Intel 

oneMKL 

x86 

OpenBLAS 

RISC-V 

OpenBLAS / 

Intel 

oneMKL 

RISC-V / 

OpenBL

AS 

gemm large 1 72191,3 76284,3 2870,8 0,95 0,04 

gemm large 20(4) 247135,2 250516,3 6816,2 0,99 0,03 

gemv large 1 3627,2 3258,7 538,6 1,11 0,15 

gemv large 20(4) 7491,6 7233,9 987,5 1,04 0,13 

sbmv large 1 569,0 995,2 26,1 0,57 0,05 

sbmv large 20(4) 562,0 1052,5 17,8 0,53 0,03 

trsm large 1 53771,9 80173,0 2458,7 0,67 0,05 

trsm large 20(4) 174787,7 268473,0 7014,6 0,65 0,04 

gemm medium 1 40407,8 44052,9 2845,4 0,92 0,07 

gemm medium 20(4) 130896,9 87760,2 4674,0 1,49 0,04 

gemv medium 1 3256,4 3184,2 640,7 1,02 0,20 

gemv medium 20(4) 3880,2 3125,2 647,4 1,24 0,17 

sbmv medium 1 733,0 1426,1 535,4 0,51 0,73 

sbmv medium 20(4) 738,8 1267,5 435,1 0,58 0,59 

trsm medium 1 13518,0 39211,6 2164,6 0,34 0,16 

trsm medium 20(4) 53934,9 63398,2 5084,2 0,85 0,09 

gemm small 1 17075,9 17580,7 2337,1 0,97 0,14 

gemm small 20(4) 18671,1 7523,9 2420,9 2,48 0,13 

gemv small 1 2727,2 2490,8 598,7 1,09 0,22 

gemv small 20(4) 1689,1 677,3 648,5 2,49 0,38 

sbmv small 1 389,0 690,4 317,5 0,56 0,82 

sbmv small 20(4) 407,9 913,8 152,4 0,45 0,37 

trsm small 1 3254,2 7762,9 1397,5 0,42 0,43 

trsm small 20(4) 5228,4 2998,0 1720,8 1,74 0,33 

 

Анализ результатов вычислительных экспериментов показал, что в библиотеке OpenBLAS 

большая часть функций работает с производительностью, близкой к Intel oneMKL. Примерами 

                                                      
1 Результаты замера всех функций не приводятся из-за большого объема данных. 
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таких функций являются gemm и gemv (умножение двух матриц и умножение матрицы на вектор 

соответственно) из таблицы 2. В однопоточном режиме производительность данных функций 

схожа на всех классах. В многопоточном варианте Intel oneMKL в случае малого объема исход-

ных данных может отставать. Подобный эффект, скорее всего, связан с используемыми в Intel 

oneMKL механизмами распараллеливания и NUMA архитектурой тестовой платформы. 

В процессе проведения экспериментов было выявлено пять функций из OpenBLAS, на ко-

торых наблюдается заметное отставание по производительности от Intel oneMKL (около 30–

50%), а значит, имеющих потенциал для низкоуровневой оптимизации. Это функции BLAS вто-

рого уровня gbmv, tbmv, sbmv, tbsv и функция BLAS третьего уровня trsm. Результаты экспери-

ментов для функций sbmy и trsm приведены в таблице 2. Данные функции демонстрируют почти 

двухкратное отставание на тестовых классах large и medium.  

Сравнивая результаты производительности на процессорах RISC-V и (столбец 8 таблицы 2), 

можно сделать вывод о том, что уже сейчас широкодоступные маломощные процессоры с архи-

тектурой RISC-V отстают от достаточно современного сервера архитектуры x86 в 25-30 раз на 

вычислительно сложных задачах (compute-bound) (gemm), и всего в 7 раз на задачах, ограничен-

ных пропускной способностью памяти (memory-bound) (gemv). Так как функции gbmv, tbmv, 

sbmv, tbsv так же относятся к memory-bound задачам, то нам кажется, что эти функции обладают 

потенциалом для оптимизации. Поскольку вычислительные алгоритмы рассматриваемых функ-

ций одинаковы для платформ x86 и RISC-V, то общее улучшение производительности для x86 

за счет изменения вычислительного алгоритма может ускорить и работу на RISC-V. 

Заключение 

В рамках работы предложена методика и проведены масштабные вычислительные экспери-

менты по сравнению производительности двух широко используемых библиотек базовых мате-

матических функций линейной алгебры – OpenBLAS и Intel oneMKL. Исходя из результатов про-

веденных вычислительных экспериментов выявлено, что на большинстве математических функ-

ций линейной алгебры в однопоточном режиме OpenBLAS сравним с Intel oneMKL, в случае 

использования многопоточной реализации – OpenBLAS уступает Intel oneMKL. В результате те-

стирования выбрано пять функций, на которых OpenBLAS заметно уступает Intel oneMKL, а зна-

чит, имеется потенциал для их оптимизации. В качестве дальнейшего исследования планируется 

низкоуровневая оптимизация выявленных функций для процессоров с архитектурой x86 и  

RISC-V. 
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ВЛОЖЕНИЕ ФИЛЬТРОВАННЫХ ДЕФОРМАЦИЙ 

ГРАДУИРОВАННЫХ НЕАЛЬТЕРНИРУЮЩИХ 

ГАМИЛЬТОНОВЫХ АЛГЕБР ЛИ В ОБЩУЮ АЛГЕБРУ ЛИ 

КАРТАНОВСКОГО ТИПА1* 

А.В. Кондратьева, М.И. Кузнецов 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

В докладе представлены результаты проверки условий теоремы о минимальном вло-

жении фильтрованных деформаций 𝓛 градуированных неальтернирующих гамильто-

новых алгебр Ли 𝑳 над полем характеристики 2 в алгебру Ли специальных дифферен-

цирований (векторных полей) 𝑾(𝑭) над алгеброй разделенных степеней 𝑶(𝑭) про-

странства переменных 𝑬 размерности 𝒏.  

Ключевые слова: неальтенирующие гамильтоновы алгебры Ли, фильтрованные дефор-

мации, теорема вложения. 

 

Основные результаты 

Согласно теореме вложения [1] для транзитивной алгебры Ли ℒ с отмеченной подалгеброй 

ℒ0 существует минимальное вложение 𝜏: (ℒ, ℒ0) → (𝑊(𝐹′),𝑊(𝐹′)(0)). Пусть ℒ – фильтрованная 

алгебра Ли, ℒ = ℒ−1 ⊃ ℒ0 ⊃ ℒ1 ⊃ ⋯ с ассоциированной градуированной алгеброй 𝐿 = 𝐿−1 +
𝐿0 + 𝐿1 +⋯, 𝐿(0) = 𝐿0 + 𝐿1 +⋯. Известно, что 𝐹(𝐿, 𝐿0) ≤ 𝐹′. Достаточные условия совпадения 

флагов содержатся в теореме, которая является частным случаем теоремы, доказанной в [1, 2]. 

Теорема 1. Пусть 𝐿 = 𝐿−1 + 𝐿0 +⋯, – транзитивная градуированная алгебра Ли. Если 

(i) 𝐿−1 – неприводимый L0-модуль, 

(ii) 𝐻1(𝐿0, 𝐿−1) = 0, 

(iii) 𝑚𝑡𝑝 (𝐿−1,𝐻1(𝐿−1)) ≤ 𝑚 (𝐹(𝐿, 𝐿(0))) − 𝑛, 𝑛 = 𝑑𝑖𝑚 𝐿−1,  

то для любой фильтрованной деформации ℒ алгебры Ли 𝐿 справедливы утверждения: 

a) 𝐹(ℒ, ℒ0) = 𝐹(𝐿, 𝐿(0)), 

b) 𝐷𝑒𝑟 ℒ ≅ 𝑁𝑊̅(𝐹)(𝜏(ℒ)).  

Здесь 𝜏: ℒ → 𝑊(𝐹) – минимальное вложение, 𝑊̅(𝐹) – p-замыкание 𝑊(𝐹) в 𝐷𝑒𝑟 𝑂(𝐹), 
𝑚𝑡𝑝(𝑄, 𝑉) – кратность вхождения 𝐿0-модуля 𝑄 в композиционный ряд 𝐿0-модуля 𝑉. 

Авторы доказывают, что условия теоремы выполняются при некоторых ограничениях для 

фильтрованных алгебр Ли ℒ с ассоциированной градуированной алгеброй, изоморфной градуи-

рованной неальтернирующей гамильтоновой алгебре 𝐿, 𝑃(𝐹, 𝜔0)
(1) ⊆ 𝐿 ⊆ 𝑃̃(𝐹, 𝜔0) (см. [3 – 5]). 

Доказательство основано на результатах, приведенных в [6]. 

Пусть 𝑉 = 𝐿−1, 𝑜(𝑉) – ортогональная алгебра Ли, соответствующая форме 𝜔0, 𝑠𝑜(𝑉)  =
𝑜(𝑉) ∩ 𝑠𝑙(𝑉). Подалгебру 𝐿0 можно рассматривать как подалгебру в 𝑜(𝑉).  

Теорема 2. Пусть 𝐺 – подалгебра в 𝑜(𝑉), 𝑜(𝑉)(1) ⊆ 𝐺. Если 𝑛 ≠ 3 или 𝑛 = 3, 𝐺 ⊈ 𝑠𝑜(𝑉), то 

𝐻1(𝐺, 𝑉) = 0. Если 𝑛 = 3, 𝐺 ⊆ 𝑠𝑜(𝑉), то dim𝐻1(𝐺, 𝑉) = 2. 

Пусть 𝐸0 – подпространство изотропных векторов в 𝐸 = 𝐿−1
∗  относительно формы, двой-

ственной форме 𝜔0 на пространстве 𝐿−1. 

Теорема 3. Кратность 𝐿0-модуля 𝐿−1 в 𝐿0-модуле 𝐻1(𝐿−1) не превосходит 𝑚(𝐹) − 𝑛, где 

𝑚(𝐹) = 𝑚1 +⋯+𝑚𝑛, при условии 𝑛 ≠ 4 или 𝑛 = 4, 𝐸1 ⊄ 𝐸
0. 

                                                      
1* Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской 

Федерации (проект FSWR-2023-0034). 
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Таким образом, при указанных в теоремах 2 и 3 ограничениях, выполнены условия тео-

ремы 1. В частности, для фильтрованных деформаций ℒ градуированных неальтернирующих га-

мильтоновых алгебр Ли 𝐿 флаги 𝐹(ℒ, ℒ0) и 𝐹(𝐿, 𝐿(0)) совпадают. 
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В докладе рассматривается динамика рекуррентной нейронной сети с функцией акти-

вации ReLU, обученной с подкреплением задаче двухальтернативного выбора с кон-

текстом. Описаны два типа аттракторов, кодирующих решения сети и признаки за-

дачи: квазипериодические траектории и неподвижные точки. Выделены популяции 

нейронов, активность которых соответствует динамике в окрестности данных аттрак-

торов, и исследована эволюция этих популяций в процессе обучения. 

Ключевые слова: нелинейная динамика, аттрактор, нейронная сеть, когнитивная за-

дача, обучение с подкреплением. 

 

1. Введение 

Современные исследования когнитивных функций нередко опираются на модели, получен-

ные при помощи машинного обучения из эмпирических данных. [1,2,3] Проблема подобного 

подхода в том, что полученная путём численной оптимизации нейронная сеть – чёрный ящик, 

требующий дальнейшего исследования [4,5].  

Часто исследование динамики полученных ИНС ограничивается анализом численных тра-

екторий активности сети [6] и полагается на понижение размерности траектории, даже в случае 

достаточно просто заданных систем, например, вида: 

 𝒙𝑛+1 = 𝑹𝒆𝑳𝑼( 𝒙𝑛𝑾
ℎ + 𝑰𝑛𝑾

𝐼 ), (1) 

𝑅𝑒𝐿𝑈(𝑥) =  {
𝑥,    𝑥 > 0
0,    𝑥 ≤ 0

 

В докладе анализируется динамический механизм [8], формируемый в нейронной сети вида 

(1) при обучении её классической когнитивной задаче двухальтернативного выбора с контекстом 

[7] с точки зрения устройства фазового пространства. Для обучения сети используется алгоритм 

обучения с подкреплением, который полагается на разреженную во времени награду, что позво-

ляет обучать сеть на основе сигналов, структурно повторяющих награду, получаемую живот-

ными в натурных экспериментах в этой области. 

Отдельное испытание состоит из трёх этапов, первый из которых служит для разделения 

испытаний, на втором подаются две пары зашумленных стимулов и сигнал контекста, выделяю-

щий одну из этих пар. От сети требуется сравнить стимулы в этой паре и выбрать наибольший, 

на третьем этапе стимулы отсутствуют, а от агента требуется удержать решение в памяти и дать 

ответ в конце испытания. Разница между стимулами в одной паре обозначим как 𝑐𝑜ℎ, тогда каж-

дое испытание конфигурируется контекстом и парой (𝑐𝑜ℎ𝐴, 𝑐𝑜ℎ𝐵)  ∈  [0,1]. Награда – это отдель-

ный скалярный сигнал, она равна нулю всюду, кроме последнего момента испытания. Если ответ 

правильный, в этот момент она равна единице. 

                                                      
1* Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда № 23-72-10088. 
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2. Результаты 

Ансамбль сетей с различной инициализацией весов обучен вышеописанной задаче. Крите-

рий остановки обучения: доля верных ответов сети > 0.95, где под точностью подразумевается 

вероятность выбора сетью правильного ответа. Конкретный метод обучения: проксимальное об-

новление стратегии [9]. 

Стимулы внутри одного этапа – постоянные сигналы с аддитивным шумом. Полагая их фик-

сированными параметрами, можно изучить автономную динамику внутри каждого из этапов. 

Сформулирован критерий, позволяющий найти неподвижные точки и квазипериодические ат-

тракторы в сети, полагаясь на структуру связей активных нейронов. Это позволяет выделить 

нейронные популяции, стоящие за объектами в фазовом пространстве, кодирующими входные 

стимулы или принятое решение. 

Изучена структура популяций и её эволюция в процессе обучения для всех сетей ансамбля. 

Популяции в разных сетях эволюционируют схожим образом относительно точности сети. 

Кроме того, изучено распределение типов аттракторов относительно параметров испытания. 

Эволюция данных популяций в процессе машинного обучения продемонстрирована на рис.1а. 

Зарождение пары популяций, кодирующих решения сети, согласуется с появлением у сети не-

тривиальной стратегии решения задачи. Несмотря на то, что стимулы одного знака 𝑐𝑜ℎ кодиру-

ются одной популяцией, тип кодирующего аттрактора может меняться в зависимости от этого 

параметра. На рис.1б показано, что один и тот же знак может кодироваться как неподвижной 

точкой, так и квазипериодическими аттракторами с разной частотой. Установлена сложная зави-

симость между 𝑐𝑜ℎ стимулов и типом аттрактора, кодирующего её на соответствующем этапе 

испытания. Показано, что квазипериодический аттрактор чаще кодирует пары стимулов в испы-

таниях с малой по модулю 𝑐𝑜ℎ (рис.1в). 

 

 а б в 

Рис. 1. Эволюция популяций нейросети (а) относительно точности решения задачи.  

Зависимость частоты кодирующего аттрактора на плоскости параметров испытания для одной сети,  

белым выделены неподвижные точки (б) и распределение квазипериодических аттракторов  

на этой плоскости для ансамбля сетей (в) 
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СТРУКТУРА И ДИНАМИКА СПАЙКОВЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 

В ОБРАБОТКЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ ВХОДНЫХ СИГНАЛОВ1* 

Н.А. Кудряшкин1,2, Р.А. Кононов1,2, В.С. Тиселько2,3, О.В. Масленников1,2 

1Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского, 
2Институт прикладной физики им. А.В. Гапонова-Грехова РАН,  

3Лаборатория сложных сетей, Центр нейрофизики и нейроморфных технологий 

Спайковые или импульсные нейронные сети являются предметом исследования в об-

ласти вычислительной нейронауки как модели биологических сетей; в то же время, в 

связи с развитием нейроморфных вычислений, большой интерес представляет дина-

мика таких сетей, настроенных методами машинного обучения. В докладе представ-

лены результаты исследования динамики и структуры рекуррентных сетей нейронов 

накопление-сброс, которые обучены одной из двух задач: фильтрации или интегриро-

вания стохастического входного сигнала. Показано формирование нетривиальных 

структур связей в процессе обучения с учителем, проведён сравнительный анализ кол-

лективной динамики в сетях, обученных разным задачам. 

Ключевые слова: спайковые нейроны, рекуррентные нейронные сети, машинное обу-

чение, нелинейная динамика, сложные сети. 

 

1. Введение 

В настоящей работе проведён анализ динамики рекуррентной нейронной сети [1] спайковых 

нейронов, заданной уравнением (1): 

𝑌[𝑡] = 𝑊𝑜𝑢𝑡  𝑓(𝑊𝑖𝑛𝑋[𝑡] +𝑊𝑟𝑒𝑐  𝑌[𝑡 − 1]),     (1) 

где 𝑌[𝑡], 𝑌[𝑡 − 1] – векторы выхода с сети в моменты времени 𝑡 и 𝑡 − 1 соответственно, 𝑊𝑜𝑢𝑡 – 

матрица весов выходного линейного слоя, 𝑓(𝑋[𝑡], 𝑌[𝑡 − 1]) – функция слоя нейронов с рекур-

рентными связями, 𝑊𝑖𝑛 – матрица весов входного линейного слоя, 𝑊𝑟𝑒𝑐 – матрица весов рекур-

рентного слоя, 𝑋[𝑡] – вектор входного сигнала в момент времени 𝑡. 
В ходе работы на первом этапе исследована динамика необученной сети при подаче на вход 

постоянного сигнала. В качестве характеристик динамики использованы средняя частота акти-

вации и доля активных (выдающих импульс хотя бы раз за время испытания) нейронов. На Рис. 

1а, Рис. 1б представлена зависимость данных величин от глобальной силы связей между нейро-

нами 𝑔  и уровня сигнала I при фиксированном значении параметра внутренней динамики – ха-

рактерного времени 𝜏 = 2.0. 

В нижней области каждого из рисунка 1(а) и 1(б), отмеченной чёрным, сеть находится в 

режиме покоя – она не реагирует на входной сигнал, внутренняя динамика отсутствует. Проти-

воположным случаем является режим чрезмерной активности – наличие в сети большого коли-

чества активных нейронов, выдающих импульсы в каждый момент времени. С точки зрения об-

работки информации наиболее интересным является пограничный режим. Поэтому рабочим диа-

пазоном гиперпараметров был выбран 𝑔 = 3.0, 𝐼 = [2.0;  4.0]. 

2. Постановка задач 

В задаче фильтрации на сеть подавалась последовательность случайных уровней стохасти-

ческого сигнала. Соотношение сигнал/шум составляло 0.25, при этом шум был задан равномер-

ным распределением на интервале [-0.5, 0.5). Целевым выходом являлся незашумлённый сигнал. 

                                                      
1* Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда № 23-72-10088. 
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 (а)      (б)  

Рис. 1. Динамика необученной сети из 64 нейронов. Средняя частота активации по всей сети (а), доля 

активных нейронов (б) 

В задаче интегрирования [2], которая лежит в основе навигации в окружающей среде био-

логических организмов, сеть принимала случайный сигнал (скорость когнитивного агента), зна-

чения которого имели нормальное распределение с нулевым средним и эмпирически подбирае-

мой для разных параметров сети дисперсией. Скорость оставалась неизменной в течение задан-

ного промежутка времени. В качестве целевого выхода приняты значения координаты, получен-

ные интегрированием скорости с заданным временным шагом dt.  

3. Обучение и результаты 

Обучение, т.е. настройка весовых коэффициентов сети, осуществлено при помощи пакета 

SpikingJelly, основанного на PyTorch [3, 4]. При этом ключевыми функциональными элементами 

сети являются спайковые нейроны типа накопление-сброс с утечкой (LIF – нейроны) [5, 6].  

После задания гиперпараметров на границе активности было проведено обучение сети с учи-

телем, по методу обратного распространения ошибки [7, 8] с использованием суррогатных гра-

диентов. В качестве суррогатной функции использована функция арктангенса. Для оптимизации 

весов применён метод адаптивной оценки моментов (Adam). Для расчёта ошибки использована 

функция средних квадратов. При обучении задаче фильтрации на вход сети подавался стохасти-

ческий сигнал постепенно нарастающего уровня. Обучение завершалось после 100 эпох. 

 

(а)     (б)  

Рис. 2. Сравнение сигналов (а) и спайковая диаграмма при решении задачи фильтрации (б) 

Результаты работы сети из 512 нейронов при решении задачи фильтрации представлены на 

Рис. 2. На Рис. 2а изображён пример целевого и входного сигнала, а также соответствующий им 

выход сети. Видно, что сеть различает уровни входа и воспроизводит их близко к уровню целе-

вого сигнала. На Рис. 2б изображена диаграмма спайков, характеризующая внутреннюю дина-

мику сети при обработке задачи.  



 

86 

Проведена оценка средней частоты активных нейронов и их количества в обученной сети в 

зависимости от уровня целевого сигнала. Эти характеристики получены для 60 различных реа-

лизаций входного сигнала, а затем усреднены. Результаты изображены на Рис. 3.  

(а)  (б)  

Рис. 3. Средняя частота (а) и доля активных нейронов (б) 

Анализ графиков позволяет установить факт кодирования уровня выходного сигнала часто-

той активности нейронов в сети. При этом связь между точностью выхода сети и уровнем вход-

ного сигнала отсутствует.  

4. Заключение 

Таким образом, в работе исследована динамика сети спайковых нейронов, выбран оптималь-

ный для обучения режим коллективной активности, и проведено машинное обучение двум целе-

вым задачам. Установлена зависимость между качеством обучения и гиперпараметрами сети, 

таким как размер сети и сила связи, а также параметром собственной динамики нейронов (харак-

терным временным масштабом) и характеристиками входных сигналов. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ УПРУГИХ СВОЙСТВ КОМПОЗИТНЫХ 

МАТЕРИАЛОВ МЕТОДОМ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

КОЛЕБАНИЙ ПЛАСТИН НА ВИБРАЦИОННОМ СТЕНДЕ1* 

С.А. Лавренков, А.В. Васюков 

Московский физико-технический институт 

Данная работа посвящена обратной задаче поиска упругих параметров многослойных 

композитов по данным из экспериментов с пластинами из исследуемого материала на 

вибрационном стенде. Прямая задача поиска амплитудно-частотной характеристики 

колебаний пластины по заданным упругим параметрам сформулирована как серия кра-

евых задач для уравнения движения тонкого образца в вибрационном стенде, решае-

мых методом конечных элементов. Обратная задача сведена к минимизации функци-

онала ошибки между численной и экспериментально полученной АЧХ колебаний. В 

работе представлены численные решения для различных вариантов укладки слоёв в 

ламинате, производится анализ решений, направленный на улучшение эксперимен-

тальной методики. 

Ключевые слова: неразрушающий контроль, композитные материалы, обратная за-

дача, автоматическое дифференцирование. 

 

1. Введение 

Композитные материалы широко используются в современном машиностроении, однако в 

некоторых областях применяются образцы композитов, находящихся в статусе эксперименталь-

ных и изготавливаемых мелкими сериями. Между этими сериями упругие параметры материала 

могут значительно изменяться, в связи с чем возникает необходимость разработки метода опре-

деления этих параметров, который позволил бы более точно прогнозировать свойства изготав-

ливаемой детали в процессе производства. При этом, в силу ограниченности партий материала, 

необходимо, чтобы метод являлся неразрушающим. Вибрационные испытания довольно часто 

проводятся при изготовлении механических конструкций, поэтому необходимое оборудование 

– вибрационные стенды и датчики широко распространены. В силу приведённых выше фактов, 

данная работа фокусируется на разработке неразрушающего метода получения упругих модулей 

материалов по частотному отклику колебаний образца из исследуемого материала на вибраци-

онном стенде. 

Подходы, близкие к описываемому в данной работе, могут быть найдены в нескольких ис-

точниках. В работе [1] рассматриваются схожие математическая модель и экспериментальная 

установка, но в ней особое внимание уделяется нелинейности колебаний и для получения частот-

ного отклика используется лазерный виброметр. Родственная обратная задача о поиске упругих 

параметров бесконечной пластины, состоящей из нескольких изотропных слоёв с разными свой-

ствами и толщинами, рассматривается в [2]. 

Используемый в настоящей работе метод был впервые описан в статье [3]. Данная работа 

дополняет этот метод, позволяя применить его к более широкому кругу задач. 

2. Методология исследования 

Рассматриваются прямая и обратная задачи колебаний пластины на вибрационном стенде. 

Экспериментальная установка, позволяющая получить частотный отклик колебаний, состоит из 

вибростенда (генератора синусоидальных колебаний с изменяющейся частотой), пластины из 

исследуемого материала и двух синхронизированных механических акселерометров, один из ко-

                                                      
1* Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (код проекта 22-11-00142). 



 

88 

торых закреплён на пластине. Исходя из этого, прямая задача формулируется следующим обра-

зом: при заданных параметрах геометрии пластины, упругих модулях, её плотности, параметрах 

акселерометра (размеры и масса) получить на заданном диапазоне частот значения частотного 

отклика. Тогда, обратная задача: по заданным геометрии пластины, её плотности, параметрам 

акселерометра, а также частотному отклику колебаний в некотором диапазоне найти такие упру-

гие параметры материала, при которых результат моделирования частотного отклика совпадает 

с экспериментальным. 

2.1. Прямая задача 

В рамках гипотезы Кирхгофа-Лява и классической теории ламинатов система уравнений 

упругости сводится к системе из трёх уравнений на компоненты вектора перемещения двумер-

ной срединной плоскости пластины в трёхмерном пространстве. Данная система выписана в 

книге [4]. Для решения задачи о колебаниях производится переход в частотную область, в связи 

с чем решение перестаёт зависеть от времени, а в системе уравнений возникает параметр – ча-

стота колебаний. Краевая задача для данной системы формулируется с граничными условиями 

Дирихле на зажатом в вибростенде конце пластины и нулевыми граничными условиями Неймана 

на оставшейся границе. Решение серии таких краевых задач с разным параметром частоты коле-

баний позволяет получить частотный отклик колебаний, т.е. решить прямую задачу.  

Системы уравнений дискретизуются с помощью метода конечных элементов, затем полу-

ченные системы линейных уравнений решаются солвером для разреженных матриц UMFPACK. 

Также для ускорения вычислений используется распараллеливание по частоте колебаний с по-

мощью OpenMP, в силу независимости краевых задач внутри серии. Алгоритм решения прямой 

задачи реализован с помощью библиотеки jax для языка Python, позволяющей использовать ав-

томатическое дифференцирование солвера прямой задачи. 

2.2. Обратная задача 

Обратная задача формулируется как задача поиска минимума функционала ошибки между 

численным решением и экспериментальным частотным откликом: 

min
𝜃
𝐿(𝜃) = min

𝜃
[
1

𝑁
∑(log|𝐹(𝜔𝑛 , 𝜃)| − log|𝐹exp(𝜔𝑛)|)

𝑁

𝑛=1

] 

где θ — вектор неизвестных упругих модулей, 𝐹𝑒𝑥𝑝 — экспериментально полученный частотный 

отклик, 𝐹  — численное решение, {𝜔𝑛}𝑛=1
𝑁  — дискретный набор частот. 

Минимизация функционала производится численно, методом дифференциальной эволюции 

и алгоритмом simplicial homology global optimisation для глобальной оптимизации и trust-region 

методом второго порядка для локальной оптимизации. При этом для вычисления градиентов и 

матрицы Гессе используется автоматическое дифференцирования солвера прямой задачи. 

3. Результаты 

Решения обратной задачи были получены для синтетических данных: по заданным упругим 

модулям решалась прямая задача, затем полученный частотный отклик подавался на вход алго-

ритма решения обратной задачи. Рассматривались композитные прямоугольные пластины с раз-

мерами 100 мм х 20 мм с различными толщиной и числом слоёв, в вибростенде был зажат один 

из торцов размера 20 мм. Были проведены расчёты для различных типов слоёв: рассматривались 

однонаправленные слои с выделенным направлением армирующих нитей, а также слои с полот-

няным переплетением нитей, при этом упругие модули подбирались так, чтобы соответствовать 

композитам из углеродного волокна и эпоксидной смолы [5]. Укладки слоёв (направление каж-

дого слоя в ламинате относительно осей пластины) рассматривались как симметричные (напри-

мер (0°, 30°, 0°)), так и несимметричные (например (0°, 30°, 60°)). 

По результатам моделирования было выявлено, что постановки с большим количеством 

слоёв требуют большего времени работы алгоритма обратной задачи, а также снижают точность 
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решения по сравнению с тонкими пластинами. Также было обнаружено, что для решения обрат-

ной задачи для тонкой пластины с малым числом слоёв требования к ширине диапазона частот 

могут быть снижены, что позволяет упростить эксперимент, рассматривая более узкий интервал 

частот без потери точности и скорости решения обратной задачи. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СЕМАНТИЧЕСКОЙ СЕГМЕНТАЦИИ ДЛЯ 

РАБОТЫ ВИДЕО МОДУЛЯ БЕСПИЛОТНОГО РОБОТА1* 

Р.Е. Ломовский1, М.И. Кумсков1, В.М. Буданов2 

1Механико-математический факультет МГУ имени М.В. Ломоносова, 
2НИИ Механики МГУ имени М.В. Ломоносова 

В статье рассматривается семантическая сегментация видео для модуля восприятия 

беспилотного робота с использованием датчиков LiDAR и камер. Основное внимание 

уделяется алгоритму U-Net и различным архитектурам предобученных энкодеров, поз-

воляющим извлекать признаки из изображений. Обучение проводилось в два этапа с 

разным количеством классов, а также использовалось квантование в процессе обуче-

ния для уменьшения размера модели и повышения производительности. Представ-

лены результаты экспериментов на датасете RUGD, оцененные по метрике IoU 

(Intersection over Union). Полученные результаты подтверждают, что выбор архитек-

туры энкодера влияет на качество сегментации, что критично для работы беспилот-

ного робота. 

Ключевые слова: semantic segmentation, U-Net, quantization aware training, беспилотный 

ровер, модуль восприятия 

 

1. Введение 

Перед нашим коллективом стоит задача создания программного обеспечения для управле-

ния колесным роботом. Для получения информации об окружающей среде и состоянии самого 

робота предполагается использование большого количества датчиков. В частности, для визуаль-

ного ориентирования, выявления препятствий, оценки состояния сцены предполагается исполь-

зование LiDAR и камеры. По отдельности эти два датчика имеют ряд недостатков, которые 

можно нивелировать их совместным использованием. Видео с камер может дать нам полезную 

семантическую информацию, которую можно совместить с лидарным облаком точек для более 

подробного описания состояния окружающей среды. Автоматическому извлечению семантиче-

ской информации из видео будет посвящена данная статья. 

2. Постановка задачи беспилотного робота 

Подойти к задаче создания ПО для беспилотного робота довольно трудно. Предлагается рас-

смотреть ее как частный случай задачи беспилотного автомобиля (англ. self-driving-car) и ис-

пользовать наработанный алгоритм, преобразовав его с учетом нашей специфики. Задача управ-

ления беспилотным автомобилем состоит из следующих блоков: 

 Localization – корректировка положения объекта в пространстве, 

 Perception – восприятие того, что происходит вокруг робота (именно в этом блоке пред-

полагается использовать камеры и сегментировать препятствия), 

 Prediction – предсказания траекторий движения объектов сцены, 

 Planning – планирование траектории движения робота, 

 Control – перевод высокоуровневых инструкций в низкоуровневые (поверни колесо, 

ускорься, остановись и т.д.), 

 HD maps – получение карты сцены с высокой точностью, (не актуально для нашей за-

дачи, получение такой карты не предполагается). 

С точки зрения обмена данными, эти блоки соотносятся следующим образом: 

                                                      
1* Работа выполнена при частичной поддержке проекта 23-Ш01-11 «Исследование интеллектуальной ро-

бототехнической системы, оснащенной ветроэнергетической установкой» НОШ МГУ «Космос». 
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Рис. 1. 

Данная статья посвящена решению задачи восприятия (Perception), остановимся на ней по-

дробнее. 

3. Модуль восприятия. LiDAR и семантическая сегментация видео 

В условиях нашей задачи, предполагается использование двух средств получения визуаль-

ной информации о состоянии окружающей среды: 

 камера, установленная на передней части робота, 

 LiDAR. 

3.1. LiDAR 

LiDAR (англ. Light Detection and Ranging «обнаружение и определение дальности с помо-

щью света») – лазерный локатор, использующий технологию испускания лазером волн оптиче-

ского диапазона с дальнейшей регистрацией лазерных импульсов, которые были рассеяны объ-

ектами). Примерная схема устройства LiDAR: 

 

 
 

Рис. 2. 

Не вдаваясь в схему работы данного устройства, будем считать, что с его помощью в неко-

торые дискретные моменты времени (порядка 10 раз в секунду) мы будем получать координаты 

точек в системе координат, связанной с роботом, в которых произошло отражение лидарных лу-

чей. Такой набор точек в некоторый момент времени называется point-cloud (англ. «облако то-

чек»). Такая информация крайне полезна в задаче оценки состояния среды, но имеет ряд недо-

статков, вот некоторые из них: 
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 лидарные лучи не дают информацию о цвете объектов от которых они отражаются (не-

которые объекты могут иметь схожую форму в виде облака точек, без информации о 

цвете их может быть трудно различить); 

 лидарные лучи могут отражаться от дождя, тумана или снега, что может сильно «зашу-

мить» картину сцены. 

Так или иначе, непонимание лидаром структуры препятствий - потенциально большая про-

блема при оценке состояния среды (например, лидар может не видеть разницы между преграж-

дающими дорогу камнями и травой: первое препятствие придется объехать, второе можно 

пройти). На помощь в данном вопросе приходит камера, на основе показаний которой можно 

сделать вывод о семантической структуре объектов, произведя семантическую сегментацию. 

3.2. Задача семантической сегментации 

Семантичексая сегментация [1] (англ. semantic segmentation) – присвоение каждому пик-

селю изображения метки определенного класса. 

Самым современным и распространенным подходом решения задачи семантической сег-

ментации является подход глубоких нейронных сетей различных архитектур, наиболее распро-

страненными из которых являются: 

 Unet [2] – архитектура, изначально созданная для сегментации медицинских изображе-

ний, нашла широкое применение во многих областях; 

 DRN-A-50 (26, 40) [3] – группа архитектур, описанная в статье Dilated Residual 

Networks; 

 HRNet [4]. 

3.3. U-Net 

Данная архитектура представляет собой 4 последовательных уменьшения разрешения изоб-

ражения в 2 раза с помощью операции max-pooling 2 × 2, после чего следуют 4 увеличения раз-

решения также в 2 раза с помощью операции up-conv 2 × 2, что позволяет извлекать из изобра-

жения признаки на разных уровнях разрешающей способности. 

 

Рис. 3. 

3.4. Предобученные энкодеры 

Работа с изображениями в пиксельном пространстве может быть затруднительной по мно-

гим причинам, перед подачей на сегментатор стоит извлечь из него карту признаков (англ. feature 

map) - тензор, в каждой ячейке которого будет закодирован какой-то предобученный признак. 
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Для извлечения этих признаков используются предобученные нейронные сети различных архи-

тектур, такая сеть называется encoder [5]. В целях улучшения качества итоговой модели или 

улучшения ее производительности следует перебрать несколько архитектур энкодеров, об этом 

подробнее в следующем разделе. 

4. Способы оптимизации работы модели 

Тот факт, что сегментатор должен работать автономно, накладывает некоторые ограничения 

на размер модели и тип данных, в котором хранятся веса. О первой проблеме следует позабо-

титься на этапе обучения. Если с количеством обучающих параметров U-Net[2] ничего не поде-

лаешь, то итоговый вес модели можно уменьшить с помощью подбора архитектуры энкодера: 

произвести обучение для нескольких архитектур. В случае, если они покажут сопоставимое ка-

чество – выбрать ту, которая «меньше» (об этом подробнее в разделе «вычислительные экспери-

менты»). 

Вторая проблема решается за счет применения квантования [6] – преобразования парамет-

ров модели из представления с плавающей точкой в представление с более низкой точностью, 

например, с использованием 8-битных целых чисел. 

5. Вычислительные эксперименты 

5.1. Обучение сегментатора с маленьким числом классов 

Эксперименты проводились с использованием фреймворка segmentation_models.pytorch [7] 

на языке программирования Python. Для обучения использовался открытый датасет RUGD [8] 

сегментированных фотографий, снятых с ровера, размеченных на классы: dirt, tree, sand, water, 

rock , log (классы используемые в обучении). 

Обучалась связка U-Net + encoder, с энкодерами следующих архитектур: 

 imm-mobilenetv3_small_minimal_100 [9] – 0.43 млн. обучаемых параметров, 

 efficientnet-b0 [10] – 4 млн. обучаемых параметров, 

 vgg11 [11] – 9 млн. обучаемых параметров, 

 resnet18 [12] – 11 млн. обучаемых параметров, 

 resnext50_32x4d [13] – 22 млн. обучаемых параметров. 

Качество модели измерялось по метрике IoU [14] (Intersection over Union), считая попиксель-

ные пересечения и объединения ненулевых классов (0 – класс void, недетектируемый) в предска-

занной и ground truth масках. 

По результатам проведенных вычислительных экспериментов были получены следующие 

результаты. 

Таблица. 1. 

encoder кол-во обучаемых параметров  dice_loss IoU - score 

timm-mobilenetv3_sall_minimal_100 0.43 млн. 0.07892 0.8679 

efficientnet-b0 4 млн. 0.06945 0.8817 

vgg11 9 млн.  0.0752  0.873 

resnet18 11 млн. 0.07515 0.8734 

se_resnext50_32x4d 22 млн. 0.06947 0.8818 

 

Приведем примеры работы сегментатора с энкодером timm-mobilenetv3_sall_minimal_100 

(класс ’tree’). 
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Рис. 4. 

5.2. Обучение сегментатора с расширенным количеством классов 

В дальнейших экспериментах мы пошли по направлению увеличения количества полезных 

классов с целью лучшей интерпретации сцены: в обучающий датасет были добавлены классы 

grass, pole, sky, vehicle, container/generic-object, asphalt, gravel, building, mulch, rock-bed, bicycle, 

person, fence, bush, sign, bridge, concrete, picnic, table. 

 

 

Рис. 5. 

После обучения представленных архитектур, качество модели по метрике IoU ожидаемо 

снизилось, но осталось приемлемым. 

Таблица. 2. 

encoder(на 24 клaсса) кол-во обучаемых параметров  IoU - score 

timm-mobilenetv3_small_minimal_100  0.43 млн. 0.7815 

efficientnet-b0  4 млн. 0.7771 

vgg11 9 млн. 0.7911 

 

По итогу обученная на большем количестве классов модель показывает достаточное каче-

ство для локализации объекта в пространстве. 

5.3. Применение квантования во время обучения 

Для увеличения вычислительной эффективности модели на CPU было решено применить 

квантование в процессе обучения [16] с помощью фреймворка NNCF [15] (Neural Network 

Compression Framework). Квантование уже обученной модели часто приводит к существенной 
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потере ее качества, квантование в процессе обучения помогает избежать существенного ухудше-

ния метрик, поскольку в процессе обучения модель имеет возможность «подсмотреть»за новым 

типом представления данных (весов модели). Применение QAT [16] оказалось удачным: мет-

рики заново обученных моделей практически не изменились (в районе 0.87 по IoU в зависимости 

от архитектуры энкодера). Подход признан удачным и будет использоваться в дальнейшем для 

существенного уменьшения размеров модели и приведения ее весов к более удобному 8-бито-

вому представлению. 
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ЛИЕВО-НИЛЬПОТЕНТНЫЕ ЦЕНТРАЛЬНО СУЩЕСТВЕННЫЕ 

КОЛЬЦА1*2* 

О.В. Любимцев1, А.А. Туганбаев2
 

1Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского, 
2Национальный исследовательский университет МЭИ 

Кольцо R называется центрально существенным, если оно либо коммутативно, либо 

для любого его нецентрального элемента a существуют такие ненулевые центральные 

элементы x и y, что ax = y. В работе изучаются центрально существенные кольца, ко-

торые нильпотентны как кольца Ли (центрально существенные кольца не всегда ниль-

потентны как кольца Ли, так как известно, что они не обязаны быть PI кольцами).  До-

казана лиево-нильпотентность артиновых справа центрально существенных колец с 

конечно порожденной присоединенной группой; полусовершенных центрально суще-

ственных колец с периодической группой единиц и нильпотентным радикалом Дже-

кобсона; цепных справа центрально существенных колец. 

Ключевые слова: центрально существенное кольцо, лиево-нильпотентное кольцо, при-

соединенная группа кольца. 

 

1. Введение 

Все кольца, рассматриваемые в работе, являются ассоциативными, не обязательно с едини-

цей. Кольцо R называется центрально существенным, если оно либо коммутативно, либо для 

любого его нецентрального элемента a существуют такие ненулевые центральные элементы x и 

y, что ax = y. Если R – центрально существенное кольцо с ненулевой единицей, то существование 

указанных центральных элементов гарантировано для любого ненулевого элемента a ∊ R. Основ-

ные результаты о центрально существенных кольцах приведены в монографии [1].  

Хорошо известно, что каждое ассоциативное кольцо R можно рассматривать как кольцо Ли 

относительно лиевого умножения [r, s] = rs - sr для всех r, s ∊ R. Для элементов r1, r2,…,rn. из R, 

Ли-коммутатор [r1, r2,…, rn] определяется индуктивно: [r1, r2,…, rn] = [[r1, r2,…, rn-1], rn] для всех 

n ≠ 2. Кольцо R называется лиево-нильпотентным (Lie nilpotent), если существует такое положи-

тельное целое n, что [r1, r2,…, rn+1] = 0 для всех r1, r2,…, rn+1 из R. Наименьшее n с таким свойством 

есть класс лиево-нильпотентности R. Через R(2) обозначается идеал, порожденный всеми эле-

ментами [r, s], и, индуктивно, R(n) – идеал, порожденный всеми [a, b], где a ∊ R(n-1), b ∊ R. Кольцо 

R называется сильно лиево-нильпотентным (strongly Lie nilpotent), если R(m) = 0 для некоторого 

m. Для пары элементов r, s ∊ R мы пишем [r, ns] для [r, s,…, s], где s берется ровно n раз. Кольцо 

R называется лиево-энгелевым, если для всех x, y ∊ R, существует такое натуральное n = n(x, y), 

что [x, ny] = 0. 

Множество всех элементов кольца R образует полугруппу относительно операции присо-

единенного умножения r ▫ s = r + s + rs для всех r, s ∊ R. Множество  

R▫ = {r ∊ R | r ▫ s = 0 = s ▫ r для некоторого s ∊ R} 

образует группу, которая называется присоединенной группой кольца R.  Если R имеет 1, то  1 + 

R▫ совпадает с группой единиц U(R) кольца R и отображение r → 1 + r  для  r ∊ R▫ является 

изоморфизмом R▫ на U(R). 

Приведем необходимые обозначения и определения. Мы обозначаем C(R) и J(R) центр и 

радикал Джекобсона кольца R, соответственно. Хорошо известно, что радикал Джекобсона ар-

тинова справа кольца является нильпотентным. Наименьшее n, такое, что J(R)n = 0, называется 

индексом нильпотентности J(R). Кольцо R называется локальным, если R/J(R) – тело. Модуль 

                                                      
1* Исследование О.В. Любимцева выполнено при поддержке Минобрнауки РФ, проект FSWR-2023-0034. 
2* Исследование А.А.Туганбаева выполнено при поддержке гранта Российского научного фонда № 22-11-

00052. 
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M называется цепным, если множество всех подмодулей в M линейно упорядочено по включе-

нию. Кольцо R, цепное как правый R-модуль, называется цепным справа. Кольцо R называется 

полусовершенным, если факторкольцо R/J(R) артиново и все идемпотенты R/J(R) могут быть под-

няты по модулю J(R) до идемпотентов в R. Кольцо называется прямо неразложимым, если это 

кольцо нельзя представить в виде прямой суммы двух ненулевых идеалов. Группа называется 

локально нильпотентной, если каждая ее конечно порожденная подгруппа нильпотентна. 

Кольцо R называется локально конечным, если каждое конечное подмножество в R мультипли-

кативно порождает конечную полугруппу. 

2. Основные результаты 

Следующая лемма является аналогом 1.1.5 из [1] для колец без единицы. 

Лемма 1. Пусть R – центрально существенное кольцо, r,x1,…,xn,y1,…,yn ∊ R и s – неделитель 

нуля в R. Тогда из 

{
𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 = 𝑠
𝑥1𝑟𝑦1 + 𝑥2𝑟𝑦2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑟𝑛 = 0

 

следует, что r = 0. 

Ясно, что если центрально существенное кольцо разложимо в прямую сумму идеалов, то 

изучение строения этого кольца сводится к изучению строения каждого идеала. Так как идемпо-

тенты центрально существенного кольца центральны (см. 1.1.4 из [1]), то при изучении цен-

трально существенных полусовершенных колец достаточно рассмотреть прямо неразложимые 

кольца. 

Лемма 2. Пусть R – прямо неразложимое артиново справа центрально существенное кольцо. 

Тогда R либо нильпотентное кольцо, либо такое унитальное кольцо, что R/J(R) – поле. 

Предложение 3. Пусть R – конечное прямо неразложимое центрально существенное кольцо, 

которое не нильпотентно. Тогда группа единиц U(R) нильпотентна. 

С учетом леммы 1, леммы 2 и предложения 3, имеет место следующая 

Теорема 4. Артиново справа центрально существенное кольцо R с конечно порожденной 

присоединенной группой R▫ является лиево-нильпотентным кольцом класса нильпотентности не 

выше n, где n – индекс нильпотентности радикала Джекобсона J(R) кольца R. 

Следствие 5.  Если R – артиново справа центрально существенное кольцо с конечно порож-

денной группой U(R), то R = C(R) + J(R). 

Следствие 6.  Пусть R – артиново справа не нильпотентное центрально существенное 

кольцо с конечно порожденной группой R▫. Тогда выполнены следующие условия: 

 R – артиново слева; 

 R удовлетворяет условию минимальности для двусторонних идеалов. 

Для полусовершенных центрально существенных колец с периодической группой единиц 

U(R) имеем 

Теорема 7. Пусть R – полусовершенное центрально существенное кольцо с периодической 

группой единиц U(R). Тогда 

 U(R) – локально нильпотентная группа; 

 R = C(R) + J(R); 

 R – локально конечное лиево-энгелево кольцо. 

Если при этом радикал Джекобсона J(R) кольца R нильпотентен (в частности, если R арти-

ново справа), то группа U(R) нильпотентна и R – сильно лиево-нильпотентное кольцо. 

Следствие 8. Для полусовершенного центрально существенного кольца R с периодической 

группой единиц U(R) следующие утверждения эквивалентны: 

 R – артиново справа; 

 R – артиново слева; 

 R удовлетворяет условию минимальности для двусторонних идеалов. 

Как показывает следующая теорема, цепные справа центрально существенные кольца с еди-

ницей лиево-нильпотентны. 
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Теорема 9. Пусть R – артиново справа, цепное справа центрально существенное кольцо с 

единицей и радикалом Джекобсона индекса нильпотентности n. Тогда R является лиево-нильпо-

тентным кольцом класса нильпотентности ≤ n. 

3. Замечания и открытые вопросы 

Замечание 10. Существуют центрально существенные кольца, которые не являются PI коль-

цами, см. теорему 3.4.5 из [1]. Следовательно, существуют не лиево-нильпотентные центрально 

существенные кольца.  

Известно, что центрально существенная групповая алгебра FG конечной группы G над по-

лем F характеристики 0 или p > 0, где p не делит порядок группы G, коммутативна; см. замечание 

3.2.2 из [1] Следовательно, интерес представляют только групповые алгебры простой характери-

стики, делящей порядок группы G. 

Замечание 11. Если G – конечная группа, то центрально существенная групповая алгебра 

FG над полем F лиево-нильпотентна. 

Замечание 12. Если R – артиново справа центрально существенное кольцо с циклической 

группой единиц U(R), то R коммутативно. 

Замечание 13. Пусть R – конечное центрально существенное кольцо с единицей и J(R)2 = 0. 

Тогда R коммутативно.  

Открытый вопрос. Верно ли, что любое артиново справа центрально существенное кольцо 

лиево-нильпотентно? 

Литература 
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РАСПОЗНАВАНИЕ ПРЕПЯТСТВИЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

СЕМАНТИЧЕСКОЙ СЕГМЕНТАЦИИ ПРИ ДВИЖЕНИИ 

АВТОНОМНОГО МОБИЛЬНОГО РОБОТА1* 

В.В. Маносин1, М.И. Кумсков1, В.М. Буданов2 

1 Механико-математический факультет МГУ имени М.В. Ломоносова, 
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В данной работе рассмотрена задача навигации автономного мобильного робота по 

незнакомой пересеченной местности с использованием современных методов семан-

тической сегментации. Более конкретно исследуется задача поиска и распознавания 

препятствий, возникающих по ходу движения робота. Проводится обзор и сравнение 

современных нейросетевых архитектур, предназначенных для семантической сегмен-

тации, таких как FCN, SegNet, U-Net, применительно к поставленной задаче. Вычис-

лительные эксперименты осуществлялись на Robot Unstructured Ground Driving 

(RUGD) Dataset с измененным числом классов. С помощью архитектуры U-Net на дан-

ном наборе данных удалось достичь качества сегментации 94.84% по метрике IoU. 

Ключевые слова: мобильный робот, распознавание препятствий, нейронные сети, се-

мантическая сегментация. 

 

1. Введение 

1.1. Мобильный робот 

Мобильный робот (ровер) представляет собой высокотехнологичное устройство, специ-

ально разработанное и предназначенное для автономного перемещения при различных сцена-

риях. Высокая маневренность ровера обеспечивается использованием колесного шасси. Однако 

необходимо отметить, что колесная система является одновременно и недостатком, так как поз-

воляет преодолевать лишь небольшие неровности ландшафта. Информация об окружающей 

среде поступает с помощью высококачественной камеры и датчика LiDAR (Light Detection and 

Ranging), установленных на мобильном роботе. Cочетание данных с этих двух устройств позво-

ляет как идентифицировать объекты, так и с высокой точностью определять расстояние до них. 

2. Задача распознавания препятствий 

2.1. Описание задачи 

Задача распознавания препятствий направлена на создание алгоритмов, способных выяв-

лять преграды, мешающие продвижению ровера, в окружающей среде. Эти преграды могут быть 

как статическими (камни, деревья, здания), так и динамическими (люди, животные). Главная 

цель распознавания препятствий заключается в том, чтобы предоставить роверу информацию о 

рельефе окружающей местности. С помощью полученной информации автономный робот может 

эффективно ориентироваться в окружающей среде, корректировать свой маршрут и избегать 

столкновений с различными потенциально опасными объектами. 

                                                      
1* Работа выполнена при частичной поддержке проекта 23-Ш01-11  «Исследование интеллектуальной ро-

бототехнической системы, оснащенной ветроэнергетической установкой» НОШ МГУ «Космос». 
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2.2. Семантическая сегментация в задаче распознавания препятствий 

Рассмотрим более подробно способ решения задачи распознавания препятствий с помощью 

семантической сегментации изображения. Семантическая сегментация – это задача компьютер-

ного зрения, которая заключается в классификации каждого пикселя изображения, то есть отне-

сении его к определенному классу. В отличие от обычной классификации, где изображение за-

частую помечено всего одной меткой, семантическая сегментация обеспечивает более подроб-

ную информацию о содержимом изображения, разделяя объекты попиксельно. 

Решение задачи семантической сегментации подразумевает создание детализированной по-

пиксельной цветовой маски изображения, где каждому пикселю присваивается определённый 

цвет в зависимости от того, к какому типу объектов он относится. В частности, объекты, иден-

тифицируемые как преграды, будут отмечены специфическим цветом, что позволит как опреде-

лять их местоположение, так и понимать их форму и размеры. Также существует возможность 

разделения большого класса преград на более узкие (деревья, кусты, камни, здания, ямы) для 

более точного распознавания объектов. Однако решение такой задачи может быть связано с 

усложнением модели и существенным увеличением вычислений, что не всегда допустимо в 

условиях ограниченности вычислительных ресурсов, поэтому данная задача требует дальнейших 

исследований. 

2.3. Сочетание камеры и LiDAR 

Камера и LiDAR могут быть связаны для решения задачи распознавания препятствий с по-

мощью семантической сегментации изображения. Эти два датчика отлично дополняют друг 

друга: камера предоставляет информацию о цвете и текстуре объектов, что полезно для иденти-

фикации и сегментации различных классов препятствий. В то время как с помощью LiDAR 

можно определить расстояние до объектов и построить их 3D-модель, позволяя более точно 

идентифицировать местоположение препятствий и их форму. Также объединение информации 

разной природы способствует улучшению точности предсказания за счет компенсации недостат-

ков друг друга. Например, в условиях низкой освещенности камера выдает нечеткую зашумлен-

ную картинку, из которой может быть сложно извлечь какие-либо признаки о препятствиях, в 

свою очередь, LiDAR работает в любое время суток и при любой освещенности без ограничений. 

Таким образом, модели, использующие комбинированные данные, могут быть более эффек-

тивны для решения задачи распознавания препятствий. 

2.4. Использование нейронных сетей в задаче распознавания препятствий 

В настоящее время методы глубокого обучения, представляющие собой мощные архитек-

туры нейронных сетей, стали основой для решения множества задач в области компьютерного 

зрения, в частности, задачи семантической сегментации изображения. Эти подходы обеспечи-

вают значительные улучшения в качестве и точности сегментации по сравнению с традицион-

ными методами, позволяя эффективно справляться со сложными изображениями с большим ко-

личеством объектов на них. 

3. Архитектуры нейронных сетей для семантической сегментации 

3.1. Fully Convolution Network 

FCN, или Fully Convolutional Network, представляет собой архитектуру полностью сверточ-

ной нейронной сети, которая впервые продемонстрировала возможность успешного применения 

таких нейросетей для решения задачи семантической сегментации изображения, значительно 

превосходя по метрикам классические методы [1]. Основной принцип работы FCN заключается 

в переосмыслении классических классификационных архитектур путём адаптации их структуры, 

а именно замены полносвязных слоев на слои свертки, что позволило нейросети обрабатывать 

входные данные произвольного размера. 
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Большинство современных архитектур для сегментации изображений разработаны на ос-

нове концепции Fully Convolutional Networks. То есть они используют исключительно свёрточ-

ные слои, которые позволяют извлекать признаки из изображений, а также слои пулинга, умень-

шающие пространственное разрешение для упрощения вычислений и выделения наиболее зна-

чимых характеристик. В дополнение к этому используется апсемплинг, необходимый для увели-

чения размерности изображения и восстановления его исходного разрешения для построения 

корректной сегментационной маски. 

3.2. U-Net 

U-Net – это архитектура сверточной нейронной сети, разработанная для решения задачи се-

мантической сегментации биомедицинских изображений [2]. U-Net в настоящее время считается 

одной из самых популярных и широко используемых моделей для семантической сегментации 

благодаря своей способности достигать хороших результатов при сравнительно небольшом объ-

еме вычислительных ресурсов и минимальных требованиях к размерам обучающих наборов дан-

ных. Это делает её универсальным инструментом для решения многих задач семантической сег-

ментации далеко за пределами биомедицинских изображений. 

Архитектура U-Net состоит из двух основных компонент: кодировщика и декодировщика, 

связанных между собой. Кодировщик выполняет функцию сжатия входного изображения и из-

влечения признаков. Процесс начинается с применения двух сверток размера 3x3, после каждой 

из которых используется функция активации ReLU. Затем применяется операция пулинга, кото-

рая снижает пространственные размеры входных данных, что уменьшает количество вычисле-

ний и выделяет наиболее существенные признаки изображения. Данная последовательность опе-

раций (свертка + ReLU + свертка + ReLU + пулинг) повторяется четыре раза, каждый раз умень-

шая размерность и увеличивая количество каналов, что обеспечивает извлечение всё более слож-

ных признаков из исходного изображения. 

Декодировщик осуществляет обратное преобразование сжатых данных, однако в оригиналь-

ной архитектуре не восстанавливает размер изображения до исходного. Он также использует две 

последовательные свертки 3x3 с активацией ReLU после каждого применения. В дополнение к 

этому применяется транспонированная свертка, увеличивающая пространственные размеры 

входных данных. Как и в кодировщике, данный блок операций (свертка + ReLU + свертка + ReLU 

+ транспонированная свертка) также повторяется четыре раза. 

Финальный блок модели включает в себя две свертки 3x3 с активацией ReLU после каждой 

свертки. Для окончательной интерпретации выходных данных используется свертка размером 

1x1, которая отвечает за сопоставление каждого вектора признаков с желаемым количеством 

классов, что позволяет получить желаемую сегментационную маску. 

Одной из ключевых особенностей архитектуры U-Net является использование skip 

connections [3]. Они обеспечивают объединение слоев кодировщика с соответствующими слоями 

декодировщика. Эти соединения позволяют использовать как низкоуровневые, так и высоко-

уровневые признаки, что значительно повышает качество сегментации. Благодаря этому под-

ходу, модель способна восстанавливать мелкие детали объектов, которые могли бы быть уте-

ряны во время прохода через слои кодировщика. 

3.3. SegNet 

SegNet – это архитектура сверточной нейронной сети, разработанная для семантической сег-

ментации дорожных сцен и сцен в помещениях [4]. Основной акцент при проектировании этой 

архитектуры был сделан на обеспечение высокой производительности нейронной сети как с 

точки зрения времени вычислений, так и с точки зрения экономии используемой памяти. Это 

особенно важно, поскольку в реальных приложениях, таких как автономные автомобили, требу-

ется проводить вычисления в реальном времени. Также обычно вычислительные ресурсы на мо-

бильных устройствах существенно ограничены, что является дополнительным плюсом в пользу 

SegNet. 
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Архитектура SegNet, как и U-Net, состоит из кодировщика и декодировщика. Кодировщик в 

SegNet состоит из 13 последовательных применений свертки, после каждой из которых приме-

няется процедура нормализации, которая улучшает сходимость и стабильность обучения мо-

дели, а также функция активации ReLU, вводящая нелинейность в модель. Переход от одного 

блока сверток к другому осуществляется с помощью операции пулинга, что позволяет умень-

шать размерность и выделять наиболее значимые признаки изображения. Для инициализации 

процесса обучения SegNet можно использовать заранее подготовленные веса, обученные на 

больших наборах данных, например, на известном наборе данных ImageNet [5]. Важной особен-

ностью SegNet является то, что после каждого блока свертки запоминаются индексы, получен-

ные в результате пулинга, которые затем передаются соответствующему блоку в декодировщике. 

Это позволяет декодировщику эффективно восстанавливать информацию, потерянную в про-

цессе сжатия данных. 

Ключевым отличием SegNet от архитектуры U-Net является метод использования информа-

ции о пулинге. Вместо того, чтобы передавать полные карты признаков, как это делает U-Net, 

SegNet использует только индексы пулинга, что позволяет существенно сократить объем памяти, 

необходимый для обучения модели и ее реализации. Каждый уровень декодировщика соотно-

сится с соответствующим уровнем кодировщика, и таким образом декодировщик также состоит 

из 13 блоков сверток с процедурой нормализации и функцией активации ReLU. Переход между 

блоками декодировщика реализуется посредством апсемплинга, что позволяет восстанавливать 

разрешение изображения, постепенно увеличивая размеры выходных данных на каждом уровне. 

Последним слоем применяется многопеременная логистическая регрессия, которая представляет 

результаты в форме сегментационных масок, позволяя выделять различные классы объектов на 

изображении. 

4. Вычислительные эксперименты 

4.1. Формирование набора данных 

Для проведения сравнения представленных архитектур необходимо сначала сформировать 

набор данных, на котором будут обучаться модели. В дальнейшем на этом же наборе будет за-

меряться время работы уже обученных нейросетей. Для этих целей был использован RUGD 

Dataset, ориентированный на семантическое понимание неструктурированной внешней среды с 

целью применения в приложениях автономной навигации по сложным и труднопроходимым 

участкам (например, лесные массивы) [6]. 

Набор данных состоит из видеопоследовательностей, которые были сняты с камеры, уста-

новленной на мобильном колесном роботе. Данный робот был спроектирован так, чтобы обла-

дать компактными размерами, что позволяет ему маневрировать в загроможденной среде и 

успешно проходить через узкие пространства. При этом он также обладает достаточной прочно-

стью и устойчивостью, чтобы преодолевать сложную местность, состоящую из разных типов ре-

льефа и различных природных препятствий. 

Плотные попиксельные аннотации, предоставляемые с данным набором данных, были со-

зданы для каждого пятого кадра видеоряда, что позволяет обеспечить высокую детализацию ин-

формации о каждом элементе среды. В общей сложности в аннотациях можно встретить 24 смыс-

ловые категории, которые описывают окружающую среду и объекты в ней. 

Для удобства анализа смысловые категории были разделены на две основные группы. В 

первую группу входят те категории, которые не представляют значительных препятствий для 

перемещения робота. Эти категории, такие как void, dirt, sand, grass, sky, asphalt, gravel, mulch и 

rock_bed, характеризуют доступные для проезда участки, где условия не оказывают серьезного 

влияния на способность ровера передвигаться. Во вторую группу попадают категории, представ-

ляющие собой препятствия, которые могут затруднять или полностью блокировать движение 

ровера. К этим категориям относятся tree, pole, water, vehicle, container, building, log, bicycle, per-

son, fence, bush, sign, rock, bridge и picnic_table. Эти аннотации позволяют моделям обучаться 

различать проходимые и непроходимые участки, что крайне важно для разработки эффективных 

алгоритмов автономной навигации и обеспечения безопасности роботов при их перемещении по 

сложным ландшафтам. 
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4.2. Эксперименты с U-Net 

Проведем вычислительные эксперименты для U-Net с предобученными на ImageNet энко-

дерами, такими как Resnet34 [3] и различными модификациями Mobilenetv3_small [7], (время ра-

боты замеряется как среднее время генерации масок для батчей с 32 изображениями в облачной 

среде Kaggle). 

Таблица 1. Результаты экспериментов 

Предобученный энкодер Число параметров Время работы IoU 

Resnet34 21 млн. 0.30 c. 94.00 % 

Mobilenetv3_small_100 0.93 млн. 0.28 c. 94.84 % 

Mobilenetv3_small_minimal_100 0.43 млн. 0.25 c. 93.80 % 

 

Предсказания, полученные с помощью Resnet34 + U-Net достаточно точны, что подтвержда-

ется метрикой IoU. Однако из-за большого числа параметров обученная модель занимает много 

места в хранилище. Объем модели можно уменьшить за счет использования энкодера, предна-

значенного для мобильных устройств. 

Результаты сегментации с использованием Mobilenetv3_small_100 + U-Net получаются ни-

чуть не хуже, а даже немного лучше предыдущей архитектуры (94.84 % IoU против 94.00 % IoU). 

Число параметров же уменьшается больше, чем в 22.5 раза, что существенно экономит простран-

ство на жестком диске, занимаемое обученной моделью. Также немного уменьшается время ра-

боты (на 0.02 секунды). 

Последняя архитектура Mobilenetv3_small_minimal_100 + U-Net показывает худшее из 3 мо-

делей качество сегментации, всего 93.8 % IoU, однако отставание от лучшей модели не так ве-

лико (1.04 %), выигрыш же в числе параметров почти в 49 раз по сравнению с самой тяжелой 

моделью. Также получено ускорение на 0.05 секунд по сравнению с Resnet34 или на 0.03 секунды 

по сравнению с mobilenetv3_small_100. 

5. Выводы 

Таким образом, архитектуры семантической сегментации полностью применимы к реше-

нию задачи распознавания препятствий при движении ровера. Полученные результаты в 94.84 % 

по метрике IoU с высокой скоростью работы гарантируют качественное построение сегментаци-

онных масок. Это в дальнейшем позволит строить точную карту местности, необходимую для 

полноценной навигации мобильного автономного робота. Для построения карты местности воз-

можно использование сочетания таких методов как SLAM и глубокого обучения с подкрепле-

нием [8], однако это выходит за рамки представленного доклада. 
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УСЛОВИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ЛИНЕЙНОЙ 

СИСТЕМЫ В КАНОНИЧЕСКОЙ УПРАВЛЯЕМОЙ ФОРМЕ 

А.В. Мухин 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

Рассматривается задача приведения произвольной линейной непрерывной стационар-

ной системы с необратимыми матрицами входа и выхода к канонической управляемой 

форме. Определены условия, выражаемые в виде рангового равенства относительно 

матриц системы, при которых соответствующий базис существует. Главное достоин-

ство представления системы в канонической управляемой форме – простое решение 

задач стабилизации по измеряемому выходу. Рассмотрены вопросы стабилизации ли-

нейных систем, приводимых к канонической управляемой форме. Получено решение 

в виде линейного матричного неравенства для случаев, когда произведение матриц вы-

хода и входа имеет полный ранг. 

Ключевые слова: каноническая управляема форма, статический регулятор по выходу, 

стабилизация, линейные матричные неравенства. 

 

1. Введение 

В зависимости от выбранного базиса одна и та же линейная система может иметь разное 

представление. При этом свойства самой системы являются инвариантными, т.е. сохраняются 

при переходе от одного базиса к другому. Существует, вообще говоря, бесконечное число раз-

личных базисов, применяющихся для тех или иных целей. Одна из них – декомпозиция простран-

ства состояний на непересекающиеся подпространства. Добиться такого представления можно с 

помощью, так называемых канонических управляемых (наблюдаемых) форм. Если система при-

ведена к такой форме, то пространство состояний раскладывается в прямую сумму управляемого 

(наблюдаемого) и неуправляемого (ненаблюдаемого) подпространств. Причем если подпро-

странство устойчивых состояний принадлежит подпространству неуправляемых (ненаблюдае-

мых) состояний, то система стабилизируема. Алгоритм приведения линейной системы с полной 

обратной связью к канонической управляемой (наблюдаемой) форме можно найти в [1], с непол-

ной обратной связью при дополнительном условии – в [2]. Заметим, что именно стабилизация 

систем в условиях неполной обратной связи, когда в измерении задействованы не все перемен-

ные, имеет большое практическое значение. В общем случае задача является NP-трудной [3]. 

Одним из подходов к ее решению является поиск частных случаев, разрешимых в рамках выпук-

лой оптимизации. Обзор некоторых выпуклых частных случаев приведен в [4]. Методом обна-

ружения таких случаев является как раз метод линейного преобразования базиса системы. В ка-

честве примеров можно указать работы [5, 6]. Если произвольную систему с неполной обратной 

связью можно представить в канонической управляемой форме, то решение задачи стабилизации 

гарантируется в рамках выпуклой оптимизации с помощью техники линейных матричных нера-

венств. 

Статья посвящена поиску условий приведения произвольной линейной системы к канони-

ческой управляемой форме. Рассмотрены вопросы стабилизации линейных систем, записанных 

в канонической управляемой форме. 

2. Предварительные сведения 

Дана произвольная линейная непрерывная стационарная система: 

 𝑥̇̃ = 𝐴̃𝑥̃ + 𝐵̃𝑢, 𝑥̃(0) = 𝑥̃0, (1) 

𝑦 = 𝐶̃𝑥̃, 
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где 𝑥̃ ∈ 𝑅𝑛 – состояние; 𝑢 ∈ 𝑅𝑚 – вход; 𝑦 ∈ 𝑅𝑝 – измеряемый выход; 𝐴̃ ∈ 𝑅𝑛×𝑛 – обратимая мат-

рица системы; 𝐵̃ ∈ 𝑅𝑛×𝑚 – матрица входа; 𝐶̃ ∈ 𝑅𝑝×𝑛 – матрица выхода. 

Произвольность системы означает, что она может быть как полностью, так и частично 

управляемой и наблюдаемой. Без потери общности полагаем, что размерности матриц 𝐵̃ и 𝐶̃ 

неизбыточны: 

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐵̃) = 𝑚 < 𝑛, 

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶̃) = 𝑝 < 𝑛, 
и 𝑝 ≥ 𝑚. Нас интересуют условия, при которых систему (1) можно привести к канонической 

управляемой форме. Идея приведения линейной системы к каноническим управляемым, наблю-

даемым формам принадлежит Р. Калману. Алгоритм приведения системы с полной обратной 

связью, т.е. когда одна из матриц 𝐵̃ или 𝐶̃ обратима, изложен в [1]. Если система не является 

полностью управляемой, то в качестве матрицы преобразования следует взять линейно-незави-

симые столбцы матрицы управляемости и дополнить их до полного базиса. После линейного 

преобразования система принимает вид: 

𝑥̇ = (
𝐴11 𝐴12
0 𝐴22

) 𝑥 + (
𝐵11
0
)𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, 

где 𝐴11, 𝐵11 ∈ 𝑅
𝑚×𝑚, 𝑚 – количество линейно-независимых столбцов матрицы управляемости. 

Пространство состояний системы раскладывается в прямую сумму управляемого и неуправ-

ляемого подпространств. Причем подпространство управляемых состояний совпадает с подпро-

странством полностью управляемой подсистемы, определяемой парой (𝐴11, 𝐵11) . Если неуправ-

ляемое подпространство, определяемое блоком 𝐴22 устойчиво, то система стабилизируема. Ал-

горитм приведения системы к канонической форме Калмана, когда матрицы 𝐶 и 𝐵 одновременно 

необратимы, изложен в [2]. Главное условие приведения – неполная управляемость и наблюдае-

мость, т.е. ранг матрицы управляемости меньше 𝑛 и ранг ядра матрицы наблюдаемости отличен 

от нуля. В общем случае, когда матрицы 𝐶 и 𝐵 одновременно необратимы и никаких требований 

относительно управляемости и наблюдаемости не задано, этот алгоритм неприменим. 

3. Необходимые и достаточные условия приведения произвольной 

линейной системы к канонической управляемой форме 

Разобьем матрицы (1) на блоки следующим образом: 

𝐴̃ = (
𝐴̃11 𝐴̃12
𝐴̃21 𝐴̃22

), 

𝐵̃ = (
𝐵̃11
𝐵̃21

), 

𝐶̃ = (𝐶̃11 𝐶̃12), 
где 𝐴̃11 ∈ 𝑅

𝑝×𝑝; 𝐵̃11 ∈ 𝑅
𝑝×𝑚; 𝐶̃11 ∈ 𝑅

𝑝×𝑝. 

Воспользуемся методом линейных преобразований базиса. Выполним линейное преобразо-

вание базиса системы (1) посредством обратимой матрицы 𝑇 ∈ 𝑅𝑛×𝑛. В новом базисе система (1) 

примет вид: 

 𝑥̇ = 𝑇𝐴̃𝑇−1𝑥 + 𝑇𝐵̃𝑢 = (
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

) 𝑥 + (
𝐵11
𝐵21

)𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, (2) 

𝑦 = 𝐶̃𝑇−1𝑥 = 𝐶̃𝑥 = (𝐶11 𝐶12)𝑥. 
Для того чтобы система (2) удовлетворяла канонической управляемой форме необходимо и до-

статочно, чтобы выполнялись следующие равенства: 

𝐶12 = 0𝑝×(𝑛−𝑝), 

 𝐵21 = 0(𝑛−𝑝)×𝑚,  (3) 

𝐴21 = 0(𝑛−𝑝)×𝑝, 

Если это так, то система (2) примет вид: 

𝑥̇ = (
𝐴11 𝐴12
0 𝐴22

)𝑥 + (
𝐵11
0
)𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, 

𝑦 = (𝐶11 0)𝑥. 
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Разобьём матрицу преобразования на два блока следующим образом: 

𝑇 = (
𝑇𝑝
𝑇𝑛−𝑝

), 

где 𝑇𝑝 ∈ 𝑅
𝑝×𝑛. 

Докажем лемму: 

Лемма 1. Для существования базиса, в котором имеют место равенства (3) необходимо и 

достаточно, чтобы выполнялось ранговое условие: 

 𝑟𝑎𝑛𝑘 (
𝐶̃
𝐵̃𝑇

𝐶̃𝐴̃𝑇
) = 𝑝. (4) 

Доказательство. Пусть равенства (3) выполняются. Запишем уравнение преобразования мат-

рицы выхода, учитывая первое равенство (3): 

𝐶̃𝑇−1 = (𝐶11 0). 
Так как 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶̃) = 𝑝, то матрица 𝐶11 обратима. Значит, 𝑇𝑝 = 𝐶11

−1𝐶̃. Пусть 𝑇−1 = (𝑍𝑝 𝑍𝑛−𝑝), 

где 𝑍𝑝 ∈ 𝑅
𝑛×𝑝. Запишем условие обратимости матрицы преобразования: 

𝑇𝑇−1 = (
𝐶11
−1𝐶̃
𝑇𝑛−𝑝

) (𝑍𝑝 𝑍𝑛−𝑝) = (
𝐼𝑝 0

0 𝐼𝑛−𝑝
) 

В результате получаем равенства: 

𝐶11
−1𝐶̃𝑍𝑝 = 𝐼𝑝, 

𝐶11
−1𝐶̃𝑍𝑛−𝑝 = 0𝑝×(𝑛−𝑝), 

𝑇𝑛−𝑝𝑍𝑝 = 0(𝑛−𝑝)×𝑝, 

𝑇𝑛−𝑝𝑍𝑛−𝑝 = 𝐼𝑛−𝑝. 

Откуда сразу находим блоки 𝑍𝑝, 𝑍𝑛−𝑝 и 𝑇𝑛−𝑝: 

𝑍𝑝 = 𝐶̃
𝑇(𝐶̃𝐶̃𝑇)−1𝐶11, 

𝑍𝑛−𝑝 = 𝒩𝐶̃ , 

𝑇𝑛−𝑝 = (𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1𝒩𝐶̃
𝑇 , 

где 𝒩𝐶̃ – ядро матрицы 𝐶̃. 

Запишем матрицы 𝑇 и 𝑇−1: 

𝑇 = (
𝑇𝑝
𝑇𝑛−𝑝

) = (
𝐶11
−1𝐶̃

(𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1𝒩𝐶̃
𝑇), 

𝑇−1 = (𝐶̃𝑇(𝐶̃𝐶̃𝑇)−1𝐶11 𝒩𝐶̃). 
Так как столбцы 𝒩𝐶̃ образуют ядро матрицы 𝐶̃, то запишем первое условие: 

 𝐶̃𝒩𝐶̃ = 0𝑝×(𝑛−𝑝). (5) 

Тогда и 𝐶11
−1𝐶̃((𝒩𝐶̃

𝑇𝒩𝐶̃)
−1𝒩𝐶̃

𝑇)
𝑇
= 0. Следовательно, строки (𝒩𝐶̃

𝑇𝒩𝐶̃)
−1𝒩𝐶̃

𝑇 дополняют строки 

𝐶11
−1𝐶̃ до базиса, т.е. матрица 𝑇 обратима. Из уравнения преобразования матрицы 𝐵̃ с учетом вто-

рого равенства (3) 

𝑇𝐵̃ = (
𝐶11
−1𝐶̃

(𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1𝒩𝐶̃
𝑇) 𝐵̃ = (

𝐵11
0
), 

следует, что 

(𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1𝒩𝐶̃
𝑇𝐵̃ = 0(𝑛−𝑝)×𝑚. 

Отбросив обратимую матрицу слева, получим второе условие: 

 𝐵̃𝑇𝒩𝐶̃ = 0𝑚×(𝑛−𝑝). (6) 

Верхний блок матрицы 𝐵 находится по формуле 𝐵11 = 𝐶11
−1𝐶̃𝐵̃. Далее, выполнив перемножение 

𝑇𝐴̃𝑇−1, найдем блок 𝐴21: 

𝐴21 = (𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1𝒩𝐶̃
𝑇𝐴̃𝐶̃𝑇(𝐶̃𝐶̃𝑇)−1𝐶11. 

С учетом последнего равенства (3), отбросив обратимые матрицы (𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1 и (𝐶̃𝐶̃𝑇)−1𝐶11, по-

лучаем еще одно условие: 

 𝒩𝐶̃
𝑇𝐴̃𝐶̃𝑇 = 0(𝑛−𝑝)×𝑝 ↔ 𝐶̃𝐴̃𝑇𝒩𝐶̃ = 0𝑝×(𝑛−𝑝). (7) 

Объединив условия (5)-(7), запишем уравнение: 
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(
𝐶̃
𝐵̃𝑇

𝐶̃𝐴̃𝑇
)𝒩𝐶̃ = 0(2𝑝+𝑚)×(𝑛−𝑝). 

Это уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда выполняется условие (4). Необходимость 

(4) доказана. Пусть теперь условие (4) выполняется. Тогда выполняются и равенства (5)-(7). Из 

равенства (5) следует первое равенство, а из (6) и (7) – два последних равенства (3) соответ-

ственно. Лемма доказана. 

Таким образом, для приведения произвольной линейной системы к канонической управляе-

мой форме необходимо и достаточно, чтобы строки матриц 𝐶̃, 𝐵̃𝑇 и 𝐶̃𝐴̃𝑇 были линейно-зависи-

мыми. Пусть условие (4) выполняется. Применим статический закон управления по измеряемому 

выходу: 

𝑢 = 𝐾𝑦, 
где 𝐾 ∈ 𝑅𝑚×𝑝 – матрица регулятора. 

Тогда матрица замкнутой системы при 𝐶11 = 𝐼𝑝 примет следующий вид: 

 𝐴𝑐 = (
𝐶̃𝐴̃𝐶̃𝑇(𝐶̃𝐶̃𝑇)−1 + 𝐶̃𝐵̃𝐾 𝐶̃𝐴̃𝒩𝐶̃

0 (𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1𝒩𝐶̃
𝑇𝐴̃𝒩𝐶̃

). (8) 

Получаем систему в канонической управляемой форме как в случае с обратимой матрицей вы-

хода. Однако вряд ли можно рассчитывать на то, что условие (4) можно встретить в практических 

линейных системах, так как оно выглядит ограничительно. Поэтому рассмотрим вместо него 

другое, более общее условие: 

 𝑟𝑎𝑛𝑘 ( 𝐶̃
𝐵̃𝑇
) = 𝑝. (9) 

Из (9) следует, что 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐶̃𝐵̃)= min{𝑚, 𝑝} = 𝑚. Предположим, что в системе (1) выбран такой 

базис, в котором образ матрицы выхода имеет вид 𝐶̃ = (𝐼𝑝 0). Выполним линейное преобразо-

вание так, чтобы выполнялось второе условие (3) и при этом матрица выхода не изменилась. 

Запишем уравнения преобразований: 

 (
𝑆11 𝑆12
𝑆21 𝑆22

)(
𝐵̃11
𝐵̃21

) = (
𝐵11

0(𝑛−𝑝)×𝑚
), (10) 

(𝐼𝑝 0𝑝×(𝑛−𝑝)) (
𝑆11 𝑆12
𝑆21 𝑆22

)
−1

= (𝐼𝑝 0𝑝×(𝑛−𝑝)). 

Пусть (
𝑆11 𝑆12
𝑆21 𝑆22

)
−1

= (
𝑅11 𝑅12
𝑅21 𝑅22

). Тогда из последнего равенства следует, что 𝑅12 = 0𝑝×(𝑛−𝑝). 

Тогда и 𝑆12 = 0𝑝×(𝑛−𝑝). Из первого уравнения (10) получаем: 

𝑆21𝐵̃11 + 𝑆22𝐵̃21 = 0(𝑛−𝑝)×𝑚. 

Так как матрица обратима, то ее диагональные блоки также обратимы. Умножим обе части по-

следнего равенства слева на 𝑆22
−1 и введем обозначение 𝑆22

−1𝑆21 = 𝑍. В результате получим: 

 𝐵̃21 = −𝑍𝐵̃11. (11) 

Так как 𝐵̃11 = 𝐶̃𝐵̃, то 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐵11) = 𝑚. Тогда решением уравнения (11) является матрица 

𝑍 = −𝐵̃21(𝐵̃11
𝑇 𝐵̃11)

−1
𝐵̃11
𝑇 . 

Положим, что 𝑆11 = 𝐼𝑝 и 𝑆22 = 𝐼𝑛−𝑝. Убеждаемся, что матрица преобразования 

𝑆 = (
𝐼𝑝 0

𝑍 𝐼𝑛−𝑝
) 

обеспечивает равенства (10). Обратная матрица будет равна 

𝑆−1 = (
𝐼𝑝 0

−𝑍 𝐼𝑛−𝑝
) 

Выполнив преобразование системы с помощью матрицы 𝑆, получим матрицу замкнутой системы 

в новом базисе: 

 𝐴𝑐 = (
𝐴̃11 + 𝐴̃12𝑍 + 𝐵̃11𝐾 𝐴̃12

𝑍𝐴̃11 + 𝐴̃21 − (𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12)𝑍 𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12
), (12) 

где 𝑍 = −𝐵̃21(𝐵̃11
𝑇 𝐵̃11)

−1
𝐵̃11
𝑇 . 
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Таким образом, если выполняется более слабое условие (9), то матрицу замкнутой системы 

можно привести к виду (12), в котором неизвестная матрица 𝐾 локализована в одном ее блоке. 

4. Применение к решению задач стабилизации 

Пусть условие (4) выполнено. Обратимся сначала к матрице (8). Пространство состояний 

системы с такой матрицей раскладывается в прямую сумму двух подпространств, одно из кото-

рых есть пересечение управляемого и наблюдаемого подпространств, а второе – пересечение не-

управляемого и ненаблюдаемого подпространств. Если исходная система стабилизируема и де-

тектируема, то пара (𝐶̃𝐴̃𝐶̃𝑇(𝐶̃𝐶̃𝑇)−1, 𝐶̃𝐵̃) полностью управляема. Тогда, если пересечение не-

управляемого и ненаблюдаемого подпространств, определяемое блоком (𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1𝒩𝐶̃
𝑇𝐴̃𝒩𝐶̃ 

устойчиво, то система стабилизируема. Сформулируем утверждение: 

Утверждение 1. Если условие (4) выполнено, то для существования статического регуля-

тора по выходу, обеспечивающего асимптотическую устойчивость замкнутой системы необ-

ходимо и достаточно, чтобы пара (𝐶̃𝐴̃𝐶̃𝑇(𝐶̃𝐶̃𝑇)−1, 𝐶̃𝐵̃) была стабилизируемой и блок 

(𝒩𝐶̃
𝑇𝒩𝐶̃)

−1𝒩𝐶̃
𝑇𝐴̃𝒩𝐶̃ гурвицев. 

Пусть теперь выполняется ослабленное условие (9). Рассмотрим задачу стабилизации матрицы 

(12) в предположении, что блок 

𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12 = 𝐴̃22 − 𝐵̃21(𝐵̃11
𝑇 𝐵̃11)

−1
𝐵̃11
𝑇 𝐴̃12 

гурвицев. Заметим, этого можно добиться путем выбора соответствующего базиса. Тогда для 

устойчивости (12) необходимо и достаточно, чтобы существовала матрица функции Ляпунова  

𝑌 = (
𝑌11 𝑌12
𝑌12
𝑇 𝑌22

) ≻ 0, обеспечивающая разрешимость билинейного матричного неравенства [7]: 

(
𝐴̃11 + 𝐴̃12𝑍 + 𝐵̃11𝐾 𝐴̃12

𝑍𝐴̃11 + 𝐴̃21 − (𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12)𝑍 𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12
)(
𝑌11 𝑌12
𝑌12
𝑇 𝑌22

) + (∗)𝑇 ≺ 0. 

В соответствии с известной в теории управления леммой исключения [7], это неравенство разре-

шимо тогда и только тогда, когда разрешима система: 

 𝒩
𝐵𝑇
𝑇 ((

𝐴̃11 + 𝐴̃12𝑍 𝐴̃12
𝑍𝐴̃11 + 𝐴̃21 − (𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12)𝑍 𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12

)(
𝑌11 𝑌12
𝑌12
𝑇 𝑌22

) + (∗)𝑇)𝒩𝐵𝑇 ≺ 0. (13) 

𝒩𝐶
𝑇 ((

𝑋11 𝑋12
𝑋12
𝑇 𝑋22

) (
𝐴̃11 + 𝐴̃12𝑍 𝐴̃12

𝑍𝐴̃11 + 𝐴̃21 − (𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12)𝑍 𝐴̃22 + 𝑍𝐴̃12
) + (∗)𝑇)𝒩𝐶 ≺ 0. 

где 𝒩𝐵𝑇 и 𝒩𝐶 – ядра матриц 𝐵𝑇 и 𝐶 соответственно; 𝑋𝑌 = 𝐼. 
Обозначим сумму матриц в первом и втором неравенствах (13) в виде блочных симметрических 

матриц (
𝒰11 𝒰12
𝒰12
𝑇 𝒰22

) и (
ℒ11 ℒ12
ℒ12
𝑇 ℒ22

) соответственно. Исследуем сначала второе неравенство. В 

силу того, что 𝒩𝐶 = (
0
𝐼𝑛−𝑝

), то  

ℒ22 = 𝑋22 (𝐴̃22 − 𝐵̃21(𝐵̃11
𝑇 𝐵̃11)

−1
𝐵̃11
𝑇 𝐴̃12) + 𝑋12

𝑇 𝐴12 + (∗)
𝑇 ≺ 0. 

Так как блок 𝐴̃22 − 𝐵̃21(𝐵̃11
𝑇 𝐵̃11)

−1
𝐵̃11
𝑇 𝐴̃12 гурвицев, то последнее неравенство разрешимо при 

𝑋12 = 0. Рассмотрим решение системы (13) в классе блочно-диагональных матриц функции Ля-

пунова. Так как 𝑋22 = 𝑌22
−1, то неравенство ℒ22 ≺ 0 можно переписать в виде 

 ℒ22 = (𝐴̃22 − 𝐵̃21(𝐵̃11
𝑇 𝐵̃11)

−1
𝐵̃11
𝑇 𝐴̃12)𝑌22 + (∗)

𝑇 ≺ 0. (14) 

Рассмотрим первое неравенство (13). Так как  

𝒩𝐵𝑇 = (
𝒩𝐵11

𝑇 0

0 𝐼𝑛−𝑝
), 

то  

 𝒩
𝐵𝑇
𝑇 (
𝒰11 𝒰12
𝒰12
𝑇 𝒰22

)𝒩𝐵𝑇 = (
𝒩
𝐵11
𝑇
𝑇 𝒰11𝒩𝐵11

𝑇 𝒩
𝐵11
𝑇
𝑇 𝒰12

𝒰12
𝑇 𝒩𝐵11

𝑇 ℒ22
) ≺ 0, (15) 
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где𝒩𝐵11
𝑇 ∈ 𝑅𝑝×(𝑝−𝑚) – ядро матрицы 𝐵11

𝑇 . 

Видим, что (14) является необходимым условием разрешимости (15), поэтому, (14) можно от-

бросить. Сформулируем соответствующее утверждение: 

Утверждение 2. Достаточным условием существования статического регулятора, обес-

печивающего стабилизацию системы с матрицей (12), является разрешимость линейного мат-

ричного неравенства (15) относительно матриц𝑌11 ≻ 0 и 𝑌22 ≻ 0. 

Полученное решение не является единственным. Несколько иное решение задачи стабили-

зации при условии (9) получено в работе [5]. 

5. Заключение 

В статье получено необходимое и достаточное условие приведения произвольной линейной 

системы к канонической управляемой форме, выражаемое в виде рангового равенства. В силу 

того что это условие накладывает довольно серьезные ограничения, далеко не каждая система 

может быть приведена к такому виду. На основании полученного результата рассмотрено реше-

ние задачи стабилизации, когда ранг произведения матриц выхода и входа образует полный ранг. 

Сформулированы достаточные условия разрешимости, выражаемые в виде линейного матрич-

ного неравенства.  
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

АСТРОЦИТА УЛЛАХА-ЮНГА 

Л.П. Никифорова, С.Ю. Маковкин 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

В данной статье проводится численное исследование модели астроцита Уллаха-Юнга, 

чтобы изучить механизмы, порождающие колебания в этих клетках. Модель описыва-

ется нелинейной системой дифференциальных уравнений третьего порядка, описыва-

ющей динамику концентрации ионов кальция внутри астроцита. Основное внимание 

уделяется бифуркации Андронова–Хопфа, приводящей астроцит к автоколебатель-

ному режиму и связанной с изменением устойчивости равновесного состояния. Иссле-

дуются внешние воздействия на астроцит посредством импульсов одинаковой ампли-

туды и длительности, а также поведение системы при изменении управляющего пара-

метра IP3*. В ходе исследования проводится анализ устойчивых состояний, бифурка-

ций, и определение критических точек. Результаты исследования позволяют глубже 

понять сложные взаимодействия и динамические режимы в системе астроцитов. 

Ключевые слова: динамика астроцита, бифуркация Андронова-Хопфа, астроцит Ул-

лаха-Юнга, старший показатель Ляпунова, исследование биффуркации 

 

Уравнения модели Уллаха-Юнга [1] представляют собой систему нелинейных дифференци-

альных уравнений третьего порядка, поскольку это система "обычных" нелинейных дифферен-

циальных уравнений, для их интегрирования удобно использовать метод Рунге-Кутта 4-го по-

рядка с постоянным шагом. В одиночном астроците ключевым механизмом, приводящим к ав-

токолебательному режиму, выступает бифуркация Андронова–Хопфа. Эта бифуркация связана 

с изменением устойчивости стационарного состояния концентрации кальция [2, 3]. 

В данной работе исследуется динамика системы, в которой IP3* выступает в качестве управ-

ляющего параметра, а v4 остается фиксированным. Для анализа системы определяются макси-

мальные и минимальные значения, позволяющие идентифицировать устойчивые состояния, изу-

чить бифуркации и переходы между ними, а также выявить критические точки. На графике, от-

ражающем максимальную и минимальную амплитуду концентрации кальция (рис. 1), виден диа-

метр предельного цикла. При изменении значений управляющего параметра IP3*, можно уви-

деть его влияние на динамику системы. Это описывает качественное поведение рассматриваемой 

динамической системы. 

 

Рис. 1. 
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В статье рассматривается отклик астроцита на внешние импульсы с амплитудой А, длитель-

ностью τ и интервалом следования Т, который меняется. С биологической точки зрения это озна-

чает, что если нейрон становится дефективным, он начинает чаще уменьшать свой период воз-

действия, данное поведение будет считаться патологическим режимом. При значениях интервала 

следования, близких к характерным временам релаксации системы, сигнал отклика становится 

более сложным и в некоторых случаях нерегулярным [4]. При дальнейшем уменьшении периода 

стимуляции концентрация кальция переходит в квазистационарное состояние. Для определения 

режима работы астроцита необходимо провести численный анализ, одним из методов которого 

является расчет старшего показателя Ляпунова. Этот показатель отражает степень расширения 

или сжатия эллипсоида в фазовом пространстве. 

Были рассчитаны показатели Ляпунова, которые демонстрируют, что при значении λ>0 в 

системе присутствует странный аттрактор, указывающий на хаотический режим. Это свидетель-

ствует о том, что динамическая система ведет себя непредсказуемо и нерегулярно, где траекто-

рии хаотически перемещаются, отражая сложные взаимодействия. При λ=0 система описывается 

предельным циклом, представляющим замкнутую траекторию в фазовом пространстве, по кото-

рой система движется периодически, такой цикл может быть кратным, то есть система повторяет 

один и тот же путь несколько раз. При λ<0 система находится в устойчивом фокусе, при этом 

она стремится к определенному равновесному состоянию, а малые отклонения от него вызывают 

возвращение к этому равновесному состоянию. Однако в данной модели астроцита значение па-

раметра λ<0 не применимо, так как астроцит изначально находится в устойчивом фокусе. В дан-

ном исследовании ожидается, что значения λ будут равны или больше нуля. Эти два состояния 

представлены на рисунке 2, где верхний график иллюстрирует максимальную амплитуду каль-

ция, а нижний – показатели Ляпунова. 

 

Рис. 2. 

В результате исследования динамики модели астроцита по Уллаху-Юнгу было выявлено, 

что внешние импульсные воздействия и изменения управляющего параметра могут приводить к 

различным режимам поведения системы, включая автоколебания и хаотические состояния. Ана-

лиз показателей Ляпунова показал, что астроцит способен переходить от устойчивого поведения 

к хаотическому в зависимости от внешних условий, что указывает на сложность и гибкость его 

динамики. Это подчеркивает важность дальнейшего изучения механизмов регулирования актив-

ности астроцитов и их роли в работе нервной системы. 
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АНАЛИЗ ГРАНИЧНОГО УЗЛА СЕТИ IAB В ПОЛУДУПЛЕКСНОМ 

РЕЖИМЕ: ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДЕРЖЕК С ПОМОЩЬЮ МОДЕЛИ 

ПОЛЛИНГОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ДВУМЯ ОЧЕРЕДЯМИ1* 

Д.И. Николаев, Е.А. Гайдамака 

Российский университет дружбы народов имени Патриса Лумумбы 

В работе рассматривается модель граничного узла сети интегрированного доступа и 

транзита как поллинговой системы массового обслуживания, состоящей из двух оче-

редей и одного обслуживающего прибора. Цикл работы системы состоит из трех фаз. 

Получены аналитические выражения основных показателей производительности си-

стемы, таких как сквозная задержка, длительности фаз и цикла. Для проверки анали-

тических результатов построен симулятор на языке Python. Имитационное моделиро-

вание с помощью метода Монте-Карло показало относительную погрешность, не пре-

вышающую 3%, что позволяет рекомендовать построенную аналитическую модель 

для инженерных расчетов. 

Ключевые слова: 5G, интегрированный доступ и транзит, поллинг, полудуплекс, тео-

рия массового обслуживания, миллиметровые волны, имитационное моделирование. 

 

1. Введение 

Сети пятого (5G) и шестого (6G) поколений требуют высокой плотности точек доступа из-

за использования радиоволн миллиметрового диапазона, которые имеют небольшой радиус по-

крытия [1]. В таких условиях технология интегрированного доступа и транзита (IAB) [2] позво-

ляет развернуть плотные сети на основе ретрансляционных узлов, которые являются более эко-

номичными по сравнению с полноценными базовыми станциями [3]. Одной из ключевых про-

блем в этих сетях остаются задержки при передаче данных, особенно при многошаговой ретранс-

ляции в полудуплексном режиме. 

Работа направлена на анализ производительности граничного узла сети IAB, функциониру-

ющего в полудуплексном режиме. Основное внимание уделяется исследованию задержек при 

передаче пакетов с помощью поллинговой модели обслуживания для оценки соответствия си-

стемы требованиям стандартов 5G [4]. 

В статье для моделирования работы граничного узла сети интегрированного доступа и тран-

зита использована поллинговая модель с двумя очередями и ненулевым временем переключения. 

В одну очередь поступают пакеты нисходящего потока от родительского узла, в другую – пакеты 

восходящего потока от дочерних узлов (пользовательских устройств). Циклический порядок 

опроса очередей моделирует полудуплексный режим передачи данных. Для анализа применены 

методы теории массового обслуживания, а распределения искомых характеристик получены в 

виде производящих функций, а также преобразований Лапласа и Лапласа-Стилтьеса. Проведено 

численное сравнение аналитической модели и симулятора. 

Разработанная поллинговая модель с двумя очередями позволяет вычислить ключевые по-

казатели системы, включая время ожидания и общее время пребывания пакетов в узле. Числен-

ные расчеты показали, что результаты аналитической модели согласуются с данными симуля-

тора, что подтверждает адекватность предложенной модели. 

Несмотря на упрощённый характер модели, она позволяет достаточно точно предсказывать 

временные характеристики системы. Сравнение с имитационной моделью подтверждает кор-

ректность разработанных решений, что позволяет рекомендовать использование модели для оп-

тимизации работы сетей IAB и разработки более эффективных алгоритмов управления трафиком 

в сетях 5G, а также для их дальнейшего развития в сетях 6G. 

                                                      
1* Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-19-00804, 

https://rscf.ru/project/24-19-00804/. 



 

115 

2. Модель граничного узла сети IAB 

2.1. Системная модель 

Ретрансляционные сети IAB состоят из множества базовых станций (БС), соединенных друг 

с другом беспроводными каналами. БС образуют древовидный граф с одной БС в корне, которую 

соединяют с ядром сети проводным каналом. Эту БС называют IAB-донор, остальные БС – IAB-

узлами. IAB-узлы в листьевых вершинах имеют прямую связь с абонентскими устройствами 

(АУ). 

 

Рис. 1. Пример сети IAB 

Рассмотрим далее пример сети с применением технологии IAB. На рис. 1 схематически 

представлена топология сети в виде связующего дерева (SP, Spanning Tree). В данной структуре 

IAB-узлы имеют единственный родительский узел. 

Основное внимание уделяется потокам пакетов данных, проходящим граничный узел IAB, 

который представлен листьевой вершиной дерева. В качестве предмета исследования выступают 

характеристики этих потоков. 

Пакеты данных, поступающие в узел IAB, можно разделить на две основные категории: 

 пакеты, передаваемые по нисходящему каналу (downlink) от родительского узла, т.е по 

транзитному соединению; 

 пакеты, передаваемые по восходящему каналу (uplink) от дочерних узлов или от АУ, 

ассоциированных с рассматриваемым узлом IAB, т.е. по каналу доступа. 

Важно упомянуть, что технология IAB поддерживает как полнодуплексный, так и полудуп-

лексный режимы передачи данных, но в данной работе мы ограничиваемся лишь полуплексным 

режимом, при этом учитываем характерные для него ограничения на передачу данных на узле: 

 запрещено одновременно осуществлять прием и передачу данных по каналу доступа; 

 запрещено одновременно осуществлять прием и передачу данных в транзитном соеди-

нении; 

 запрещено одновременно осуществлять прием данных по каналу доступа и передачу 

данных в транзитном соединении и наоборот. 
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2.2. Математическая модель 

Ограничения, вызванные полудуплексным режимом передачи данных, а также разделение 

каналов на восходящий и нисходящий, приводят к необходимости введения двух отдельных оче-

редей. Это, в свою очередь, обусловливает применение модели поллингового обслуживания [5-

7], учитывающей описанные выше ограничения. 

Будем моделировать граничный узел сети IAB как поллинговую СМО с ненулевым време-

нем переключения прибора, состоящую из двух очередей и одного обслуживающего прибора. 

Пакеты, поступающие от родительского узла по нисходящему каналу и от АУ по восходящему 

каналу, соответствуют заявкам, поступающим в СМО с интенсивностью 𝜆1 и 𝜆2 соответственно. 

Обозначим бесконечную очередь, куда поступают заявки от родительского узла – 𝑄1, от АУ – 

𝑄2. Передача от узла IAB до АУ или до родительского узла соответствует обслуживанию заявок 

первого или второго типа с интенсивностью 𝜇1 или 𝜇2. Время между поступлениями заявок и 

длительность обслуживания одной заявки распределены экспоненциально с указанными интен-

сивностями. 

С учетом накладываемых ограничений полудуплексного режима передачи данных, при мо-

делировании граничного узла сети IAB с помощью модели поллинга с ненулевым временем пе-

реключения прибора внутри цикла поллинга можно выделить четыре ключевые фазы работы – 

две фазы переключения прибора и две фазы обслуживания прибором очередей. Эти фазы харак-

теризуются изменениями числа заявок в очередях Q1 и 𝑄2. Для упрощения модели объединим 

две фазы переключения прибора в одну фазу, которая будет ассоциироваться с периодом поступ-

ления заявок до начала т.н. «цикла обслуживания», который начинается с обслуживания первой 

очереди и завершается обслуживанием последней заявки из последней очереди. Время переклю-

чения между очередями внутри цикла обслуживания примем равным нулю. Таким образом, цикл 

поллинга будет состоять из трех фаз: 

1. наполнение Q_1 и Q_2 – поступление пакетов downlink от родительского узла и uplink 

от АУ; 

2. опустошение Q_1 – обслуживание downlink к АУ; 

3. опустошение Q_2 – обслуживание uplink к родительскому узлу. 

Заявки из очереди выбираются на обслуживание в соответствии с дисциплиной FCFS (First 

Come First Served), то есть в порядке поступления. В результате мы получаем несимметричную 

систему поллинга с различающимися для двух очередей интенсивностями переключения, по-

ступления и обслуживания заявок. Модель функционирует в непрерывном времени, с цикличе-

ским порядком обслуживания и пуассоновскими входящими потоками, зависящими от состоя-

ния системы. Последняя особенность исходит из ограничений, накладываемых полудуплексным 

режимом передачи данных, то есть разделения во времени периодов приёма и передачи данных 

в нисходящем и восходящем каналах. Вытекающей отсюда особенностью построенной модели 

поллинга является разделение фаз наполнения и опустошения очередей. Из-за такого разделения 

заявки поступают в каждую очередь только в соответствующую фазу наполнения, после чего 

система не принимает новые заявки до окончания текущего цикла обслуживания. В таких пред-

положениях входящие потоки активны только во время фазы наполнения очередей, а во время 

фаз опустошения очередей входящие потоки не активны. То есть по окончании фазы опустоше-

ния последней очереди все присутствующие в системе на момент начала цикла обслуживания 

заявки оказываются обслужены и покинут систему. 

Основные характеристики построенной модели кратко представлены в таблице 3. Ряд веро-

ятностно-временных характеристик для данной модели был получен в [8]. В частности, были 

получены функции распределения времён пребывания заявок для каждой из фаз обслуживания 

(1), квантили времён пребывания заявок на фазах обслуживания (2), средняя длительность цикла 

поллинга (3) и средние времена пребывания заявок (4). 

                               𝑉1(𝑡) = 1 − Λ1𝑒
−𝑐1𝑡;        𝑉2(𝑡) = 1 − 𝛾1𝑒

−𝑐1𝑡 − 𝛾2𝑒
−𝑐2𝑡 ,  𝑡 ≥ 0,                          (1)  

                  𝑄𝛼1
1 =

1

𝑐1
ln

Λ1
1 − 𝛼1

;            𝛾1𝑒
−𝑐1𝑄𝛼2

2
+ 𝛾2𝑒

−𝑐2𝑄𝛼2
2
= 1 − 𝛼2,      𝛼1, 𝛼2 ∈ [0, 1],             (2) 

                                                                        𝒞 =  
𝜌1 + 𝜌2 + 1

𝑠
,                                                                     (3) 
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                                                                   𝑣1̅̅ ̅ =
𝜌1
𝑠
;         𝑣2̅̅ ̅ =

𝜌1 + 𝜌2
𝑠

,                                                        (4) 

где 

𝜌𝑖 = 
𝜆𝑖
𝜇𝑖
,   Λ𝑖 =

𝜆𝑖
𝜆𝑖 + 𝑠

,    𝑐𝑖 =
𝜇𝑖𝑠

𝜆𝑖 + 𝑠
,   𝑖 = 1, 2, 

𝛾1 = Λ1
𝜇2(𝜆1 + 𝑠) − 𝜇1𝑠

𝜇2(𝜆1 + 𝑠) − 𝜇1(𝜆2 + 𝑠)
,       𝛾2 = Λ2

𝜇1(𝜆2 + 𝑠) − 𝜇2𝑠

𝜇1(𝜆2 + 𝑠) − 𝜇2(𝜆1 + 𝑠)
. 

3. Численный анализ 

График на рис. 2 демонстрирует зависимость средней длины цикла поллинга от интенсивно-

сти переключения 𝑠, рассчитанную с использованием аналитической модели и имитационного 

моделирования. Наблюдается высокая степень точности аналитической модели, с относительной 

погрешностью не превышающей 3% (см. таблица 1), что подтверждает корректность предложен-

ных расчетов. На графике также представлена относительная погрешность аналитической мо-

дели по сравнению с имитационной для различных значений 𝑠. 

 

Рис. 2. Средняя длина цикла поллинга в зависимости от интенсивности переключения 

В Таблице 1 приведены значения длины цикла поллинга 𝒞 для различных значений интен-

сивности переключения 𝑠, полученные средствами имитационного моделирования и расчитан-

ные по аналитическим формулам. Значения, полученные аналитически и в ходе моделирования, 

демонстрируют согласованность: абсолютная погрешность не превышает 0.09 мс для всех тести-

руемых значений 𝑠, а относительная погрешность имеет максимум в точке 𝑠 = 0.3, равный 1.8%. 
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Таблица 1. Результаты имитационного моделирования 

Зависимость длины цикла 𝓒 от  

параметра переключения s 

s 
𝓒 

аналит. 

𝓒 

имитац. 

Абсолютн. 

погрешность 

Относит. 

погрешность 

0,1 10,3333 10,4222 0,0889 0,0086 

0,2 5,1667 5,2266 0,0599 0,0116 

0,3 3,4444 3,3803 0,0641 0,0186 

0,4 2,5833 2,5625 0,0208 0,0081 

0,5 2,0667 2,0605 0,0062 0,0030 

0,6 1,7222 1,7126 0,0097 0,0056 

0,7 1,4762 1,4608 0,0154 0,0104 

0,8 1,2917 1,2791 0,0126 0,0097 

0,9 1,1481 1,1597 0,0115 0,0100 

1 1,0333 1,0262 0,0071 0,0069 

 

График на рис. 3 иллюстрирует 95-процентный квантиль времени пребывания заявок на пер-

вой фазе обслуживания, то есть время, пока прибор обслуживает первую очередь, рассчитанный 

как для экспоненциального, так и для детерминированного обслуживания. В случае экспоненци-

ального обслуживания результаты аналитической модели совпадают с данными имитационного 

моделирования с расхождением менее 2%, что подтверждает устойчивость результатов аналити-

ческого подхода. В свою очередь, имитационная модель позволяет рассмотреть также и более 

сложные распределения времён обслуживания, в частности, на данном графике построен 95% 

квантиль времени пребывания заявок на первой фазе обслуживания с детерминированным об-

служиванием, длительность которого совпадает со средней длительностью обслуживания в экс-

поненциальном случае. 

 

Рис. 3. 95% квантиль времени пребывания заявки на первой фазе обслуживания 
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4. Заключение 

В данной работе представлена модель граничного узла сети IAB, функционирующего в по-

лудуплексном режиме с двумя отдельными очередями для обработки восходящего и нисходя-

щего потоков, позволяющая провести анализ временных характеристик системы. Разработанная 

модель позволяет оценить ключевые метрики системы, такие как средняя длина цикла поллинга, 

средние задержки и квантили времени пребывания заявок на фазах обслуживания. 

Высокая точность аналитической модели подтверждена результатами имитационного моде-

лирования. Это указывает на корректность использованных допущений и возможность примене-

ния предложенной в статье системы поллинга для оптимизации задержек в сетях IAB. Модель 

показала свою эффективность при различных уровнях интенсивности переключения, что позво-

ляет рекомендовать её использование в задачах планирования сетей 5G и 6G, а также для разра-

ботки алгоритмов управления трафиком. 

Использование поллинговой модели для описания работы узла IAB позволяет детально учи-

тывать специфику полудуплексного режима, важного для сетей пятого и шестого поколений. 

Основные ограничения полудуплекса – необходимость поочередного использования каналов для 

восходящего и нисходящего потоков – были интегрированы в модель, что позволило разработать 

эффективный аналитический подход к оценке временных характеристик.  

Для дальнейших исследований может быть полезным расширить модель, добавив динами-

ческое распределение приоритетов обслуживания заявок, что позволит учитывать изменяющу-

юся нагрузку на каналы в условиях реальной сети. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ НАЧАЛЬНОГО 

НЕСОВЕРШЕНСТВА НА ФОРМУ ЗАКРИТИЧЕСКОГО 

ДЕФОРМИРОВАНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

ПРИ ОСЕВОМ ДИНАМИЧЕСКОМ СЖАТИИ 

М.В. Оболенский, О.В. Воронков, С.С. Андропенков, Н.Н. Куриков 

ООО «Системы инженерного анализа», ул. Сахарова, д. 4, 603145 Н. Новгород, Россия, 

АО «Атомэнергопроект», ул. Савушкина, д. 82, лит. А, 197183 Санкт-Петербург, Россия 

Численно исследуется упругопластическая динамическая потеря устойчивости и за-

критическая деформация прямолинейной круглой алюминиевой трубы при осевом 

ударном сжатии. Постановка задачи основана на описании эксперимента из литера-

туры. Рассматривается влияние малых начальных несовершенств геометрической 

формы трубы на ее деформацию и силу сопротивления сжатию. Результаты модели-

рования сравниваются с соответствующими экспериментальными результатами. Де-

лается вывод, что деформированная форма трубы существенно зависит от ее малых 

начальных несовершенств, поэтому носит случайный характер. Пиковое усилие со-

противления трубы при образовании двух первых складок варьируется в пределах 4-

8%, третьей складки – 33%; перемещение ударника – 8%. 

Ключевые слова: МКЭ, ударное нагружение, контакт, динамическая потеря устойчи-

вости, закритическое упругопластическое деформирование, начальное несовершен-

ство формы, Abaqus. 

 

1. Введение 

Проблеме потери устойчивости оболочек вращения посвящено значительное количество ра-

бот, например [1-3], т.к. она играет важную роль при решении широкого круга технических за-

дач. Применение метода конечных элементов к данной проблеме позволяет значительно расши-

рить круг рассматриваемых аспектов, включая дополнительные источники нелинейности меха-

нического поведения конструкции. В частности, при статической и динамической закритической 

деформации тонкостенных оболочек от осевого сжатия значительную роль играет неидеальность 

реальной конструкции [4, 5]. При этом возникают вопросы: 1) о способах задания начальных 

несовершенств; 2) о достоверности получаемых при этом численных результатов. По первому 

вопросу в работах [6, 7] предлагается задание несовершенств, повторяющих собственные формы 

конструкции, как наиболее сильно снижающие критическую силу. Альтернативный подход [8] – 

задание начальных несовершенств на основе типовых технологических отклонений формы. Вто-

рой вопрос может быть разрешен путем валидации численных результатов на эксперименталь-

ных данных [9] и накоплением опыта моделирования. При этом, на данный момент нет обще-

принятого подхода к проблеме достоверного моделирования закритической деформации цилин-

дрических оболочек, поэтому она является актуальной. 

2. Постановка задачи 

Рассматриваемый пример основан на описании экспериментальной установки и результатах 

натурных испытаний, приведенных в [9]. Решается задача динамического осевого сжатия прямой 

тонкостенной трубы круглого поперечного сечения, в ходе которого она претерпевает упруго-

пластическую деформацию, связанную с локальной потерей устойчивости ее стенками и даль-

нейшим закритическим деформированием. 
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2.1. Расчетная схема и основные характеристики 

Расчетная схема экспериментальной установки показана на рис. 1(а) в осевом разрезе. 

Сборка состоит из двух втулок: верхней (поз. 1) и нижней (поз. 4), между которыми размещена 

тонкостенная алюминиевая труба (поз. 2, h0 × d0 × l0 = 1,5×35,5×190 мм). К верхней втулке при-

варен стальной сердечник (поз. 3, не показан), который выполняет функцию центрирования уста-

новки и служит в качестве направляющей. Нижняя втулка жестко закреплена на массивном ос-

новании (поз. 5, не показано). Стальные втулки и сердечник по отношению к тонкостенной трубе 

можно считать массивными твердыми телами. На расчетной схеме втулки отражены своими кон-

тактными поверхностями. Сердечник учтен граничными условиями и присоединенной массой 

верхней втулки. Нагружение сборки осуществляется падением ударника на втулку верхнюю про-

тив оси Z системы координат. Взаимодействие ударника с верхней втулкой не рассматривается, 

ударник учтен присоединенной массой втулки верхней и величиной ее начальной скорости, 

определяемой из условия сохранения энергии при их взаимодействии. 

Характеристики материала трубы: плотность ρ = 2710 кг/м3, модуль Юнга E = 71 ГПа, коэф-

фициент Пуассона μ = 0,3. Применяется билинейная кривая деформирования σ(ε), проходящая 

через характерные точки: (σт, σт/E), (σв, 1 + σт/E - σт/σв) в предположении, что до момента бифур-

кации истинная кривая деформирования достаточно близка к технической, и бифуркация проис-

ходит при σ = σв. Обозначено: σ – истинное напряжение; ε – логарифмическая деформация; σт – 

предел текучести; σв – предел прочности. Свойства материала аппроксимируются моделью изо-

тропной линейной упругости и изотропной пластичности J2 с законом течения по нормали к по-

верхности текучести (пластическая деформация является инвариантом НДС). 

 

 а) б) 

Рис. 1. Расчетная схема (а) и фрагмент КЭМ (б) 

На рис. 1(а) обозначено:  V0 = 4,11 м/с – начальная скорость главного узла верхнего твердого 

тела, соответствующего втулке верхней, сердечнику и ударнику; m = 86,83 кг – масса верхнего 

твердого тела; Ui – перемещение; URi – вращение; i = 1, 2, 3 – обозначает ось системы координат 

X, Y и Z соответственно. Показаны Ui и URi – закрепленные узловые степени свободы модели. 

Между контактными поверхностями втулок и трубой, а также между наружным поверхно-

стями трубы учитывается условие скользящего контактного взаимодействия с коэффициентом 

трения Амонтона-Кулона f = 0,18 (сталь-алюминий) [10]. 

2.2. Метод решения 

Решение выполняется методом конечных элементов в Лагранжевых переменных при явной 

схеме интегрирования по времени [11], реализованных в коммерческом программном пакете 

Abaqus [12]. Уравнение движения системы записывается: 
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 1 ( )
t t

  u M P I , ( )
t t
   I K u C u , (1) 

где  u – вектор узловых перемещений; М – диагональная матрица массы; P – вектор внешних 

сил; I – вектор внутренних сил; K – матрица жесткости;  C – матрица демпфирования;
t
 – символ 

означает: “на момент t”. P может зависеть от u  или u, но не от более высоких производных 

перемещения по времени. 

Для интегрирования по времени применяется центрально-разностный оператор: 
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где 
t t

t


  – текущее временное приращение; 
t

t  – предыдущее временное приращение. Реше-

ние выполняется с максимальными стабильными временными приращениями. 

Контактное взаимодействие между деталями разрешается методом штрафной жесткости с 

использованием численного механизма «поверхность – поверхность». Применяется линейная 

штрафная функция, а жесткость определяется в процессе расчета на основании жесткостей кон-

тактирующих конечных элементов. 

2.3. КЭ-сетка 

Деформированная форма трубы после воздействия ударника на сборку известна из экспери-

мента [9], показана на рис. 2(а, б). В силу этого параметры КЭ-сетки можно назначить без иссле-

дования сеточной сходимости на основании правил, выработанных в ходе практического опыта 

моделирования. 

   

 а) б) в) 

Рис. 2. Деформированная форма трубы [9]: вид спереди (а) и слева (б);  

НГФ4а (в) в масштабе деформации 50 

При назначении параметров КЭ-сетки трубы в области образования складок учитывались 

следующие положения. 

1. Из-за несимметричности деформированной формы трубы нельзя пользоваться симмет-

рией сборки в исходном состоянии для уменьшения размерности КЭМ. 

2. Вдоль поверхности трубы (в осевом и окружном направлениях) желательно, чтобы КЭ 

имели AR ~ 1 (отношение длин сторон КЭ). 

3. Поперек одной полуволны деформированной формы стенки детали желательно иметь 

~20 КЭ, что соответствует линейному размеру КЭ ls = 0,5 мм. 

4. С учетом положения 0, h0 / ls = 3, следовательно, необходимо применять КЭ сплошной 

среды. Для задач быстрой динамики, подразумевающих большие деформации материала, для ре-

шения которых применяется Abaqus/Explicit [12], эффективными являются КЭ типа C3D8R – 8-

узловые одноточечного интегрирования с контролем химерных форм искажения типа «песочные 

часы» [13]. 

5. С учетом положения 0, по толщине стенки трубы необходимо иметь минимум 4 КЭ для 

предотвращения возникновения химерных форм деформации КЭМ при локальном упругопла-

стическом изгибе стенки. 
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Таким образом, необходимые размеры КЭ в области образования складок на трубе состав-

ляют (z  t  h): 0,5  0,5  0,375 мм, где z, t и h означают осевое, окружное направление и направ-

ление по толщине стенки трубы соответственно. В прочих областях для уменьшения размерно-

сти КЭМ допускается увеличение размеров КЭ в осевом и окружном направлениях до значения 

AR ~ 4, т.е. до 1,5 мм. 

Фрагмент КЭМ, разработанной с учетом вышеупомянутых положений и правил, показан на 

рис. 1(б). КЭМ содержит 304 тыс. узлов и 244 тыс. КЭ. 

2.4. Несовершенства геометрической формы (НГФ) 

На основании конструкторской экспертизы рассматриваемого объекта – прямолинейной 

тонкостенной круглой трубы, предполагается возможность следующих вариантов основных от-

личий реальной конструкции от идеализированной геометрической модели: 

НГФ1: идеализированная геометрическая форма трубы: круглое кольцо в поперечном сече-

нии, постоянная толщина стенок, торцы трубы плоские и перпендикулярные ее оси, образующие 

прямолинейные и параллельные оси трубы. 

НГФ2: скругление стенки на верхнем торце трубы радиусом равным ее толщине, что при-

ближенно учитывает возможное наличие скруглений или фасок на кромках реальной трубы. 

НГФ3: отклонение перпендикулярности верхнего торца трубы. Верхний торец повернут от-

носительно оси, сонаправленной оси Y мировой системы координат, см. рис. 1(а), проходящей 

через ось в плоскости торца, на 0,5°. Такое отклонение соответствует 14-й степени точности [14]. 

НГФ4: линейная суперпозиция собственных форм потери устойчивости трубы. 

НГФ5: овальность поперечного сечения [15] эллиптической формы с отклонением наиболь-

шего и наименьшего диаметров на 0,5% от номинального, что укладывается в допуск круглости 

13-й степени точности [14]. Толщина стенок трубы при этом постоянна, соответствует номиналь-

ному значению. 

НГФ6: линейная суперпозиция НГФ4а и НГФ5. 

Для задания НГФ4 моделирование осевого сжатия трубы выполняется в два шага: 1) линей-

ный расчет собственных форм потери устойчивости решателем Abaqus/Standard [12], в резуль-

тате которого получаются нормализованные по своему наибольшему значению поля перемеще-

ний конструкции, соответствующие ее учитываемым собственным формам; 2) полученные поля 

перемещений применяются перед расчетным шагом сжатия к КЭ-сетке трубы в виде линейной 

суперпозиции с заданными масштабными коэффициентами. Расчет на шаге 1 выполняется при 

тех же граничных условиях, что и на шаге 2; начальные условия: исходная недеформированная 

конфигурация сборки в состоянии покоя; нагрузки: к главному узлу верхнего твердого тела при-

ложена единичная сила в направлении -Z мировой системы координат, см. рис. 1(а). Учитыва-

ются первые три отличные собственные формы, величины применяемых масштабных коэффи-

циентов ki обратно пропорциональны величине критической нагрузки Fi. Для НГФ4 значение k1 

принимается из условия, что суммарное отклонение формы трубы от идеальной укладывается в 

допуск круглости и цилиндричности 13-й степени точности [14]; для НГФ6 – суммарное откло-

нение формы трубы от идеальной укладывается в допуск радиального биения 14-й степени точ-

ности [14]. В данном случае для трубы рассматриваемого диаметра наибольшее отклонение со-

ставляет 0,614 мм при допуске 0,8 мм. Итоговая форма трубы, соответствующая НГФ4а, в мас-

штабе деформации 50 показана на рис. 2(в) в наложении на идеализированную форму трубы, 

которая приведена в полупрозрачном отображении. 

3. Результаты 

Расчетные деформированные формы верхней части трубы на момент t = tmax показаны на 

рис 3. Нумерация изображений: цифра соответствует НГФ; а) вид спереди; б) вид слева. На рис. 4 

приведены графики перемещения ударника по времени и соответствующие им зависимости пе-

регрузки ударника a/g от перемещения. Обозначено: a – ускорение ударника, g = 9,81 м/с2 – уско-

рение свободного падения. 
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 1а) 1б) 2а) 2б) 

 
 3а) 3б) 4а) 4б) 

 

 5а) 5б) 6а) 6б) 

Рис. 3. Деформированные формы верхней части трубы 

 

 а) б) 

Рис. 4. Нормализованное замедление ударника |a/g| (а) и перемещение ударника вдоль оси Z |U3| (б) 

Из приведенных данных можно отметить следующее: 1) для НГФ 1 и 2 деформированная 

форма трубы осесимметрична, что ожидаемо в силу осевой симметрии КЭМ и нагрузки; для про-

чих НГФ складки не осесимметричны, что тоже ожидаемо из-за привнесенной несимметрично-

сти исходной формы трубы; 2) форма первой складки для всех НГФ близка к осесимметричной, 

что выражается в примерно одинаковом первом пиковом значении силы сопротивления сжатию 

для всех рассмотренных случаев; 3) результирующая деформированная форма трубы суще-

ственно зависит от применяемого НГФ и в общем случае носит вероятностный характер; 4) де-

формированная форма трубы с НГФ6 близко совпадает с полученной в эксперименте, см. рис. 

2(а, б); 5) пиковое усилие сопротивления трубы при образовании двух первых складок варьиру-

ется в зависимости от НГФ в пределах 4-8%, третьей складки – до 33%; перемещение ударника 

– до 8%. 
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4. Заключение 

Приведены некоторые результаты численного исследования влияния начального несовер-

шенства на деформированную форму тонкостенной прямолинейной круглой трубы при осевом 

динамическом сжатии с потерей устойчивости ее стенками и закритическом деформировании, 

которые показывают, что результирующая деформированная форма трубы существенно зависит 

от начального несовершенства и в общем случае носит вероятностный характер. Пиковое усилие 

сопротивления трубы при образовании двух первых складок варьируется в зависимости от 

начального несовершенства в пределах 4-8%, третьей складки – до 33%; перемещение ударника 

– до 8%. 
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ПРИМЕНЕНИЕ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ ДЛЯ АНАЛИЗА ЭКГ 

СИГНАЛОВ НА НАБОРЕ ДАННЫХ PTBXL1* 

В.В. Разин, А.А. Краснов 

Нижегородский государственный университет имени Н.И. Лобачевского 

В статье описывается применение нейронных сетей для классификации заболеваний 

сердца посредством анализа ЭКГ сигналов на наборе данных PTBXL. Рассматрива-

ются рекуррентные и сверточные модели глубокого обучения, анализирующие 12-ка-

нальные 10-секундные ЭКГ записи с частотой дискретизации 500 Гц. Описывается 

применение альтернативного подхода обучения с рассмотрением наборов классов как 

отдельных сущностей с целью повышения качества диагностики. Также приводится 

использование замен с порогами, которая заключается в анализе ошибок нейросетей 

на обучающей и валидационной выборках и проведении замен в случаях, когда веро-

ятность предсказания конкретного класса или набора ниже определенного числа (по-

рога), поиск которого происходит дихотомией. 

Ключевые слова: нейронные сети, замена с порогами, рекуррентные сети, сверточные 

сети, multilabel classification, глубокое обучение, диагностика ЭКГ, искусственный ин-

теллект, анализ ЭКГ. 

 

1. Введение 

Электрокардиография является одним из основных методов диагностики сердечных заболе-

ваний. Данный метод позволяет записать электрическую активность сердца и выявить наруше-

ния в его функционировании. Диагностика ЭКГ позволяет выявить наличие или отсутствие арит-

мий, ишемии, инфаркта миокарда и других сердечных патологий. По результатам анализа ЭКГ 

врач может определить дальнейшие методы обследования и лечения пациента. Кроме того, регу-

лярное проведение электрокардиографии позволяет контролировать эффективность проводимой 

терапии и динамику заболевания. Важность диагностики ЭКГ заключается также в том, что дан-

ное исследование позволяет выявить скрытые формы сердечных заболеваний, которые могут не 

проявляться в явной симптоматике, но представлять угрозу для здоровья пациента. Раннее выяв-

ление различных патологий позволяет своевременно начать лечение и предотвратить развитие 

серьезных осложнений. Регулярное проведение электрокардиографии позволяет выявить риск 

развития сердечно-сосудистых заболеваний в самом раннем возможном сроке и предпринять не-

обходимые меры по профилактике и лечению. 

Развитие методов искусственного интеллекта [1-2], рост вычислительных мощностей ком-

пьютеров дают уверенную надежду на совершенствование качества диагностики ЭКГ. Исполь-

зование методов глубокого и машинного обучений, а также их различных модификаций, уже 

успешно зарекомендовало себя в диагностики ЭКГ записей [3-15]. В рамках работы рассматри-

вается использование программного обеспечения и компьютерных мощностей для проведения 

анализа ЭКГ нейронными сетями с целью упрощения работы кардиологов и других профильных 

врачей этой области, а также использования как автономного решения. 

2. Постановка задачи 

2.1. Данные 

В качестве входных данных выступает набор записей ЭКГ сигналов из датасета PTBXL [16], 

размещенным PhysioNet. Рассматриваются все записи с частотой дискретизации 500 Гц. Ко всем 

                                                      
1* Исследование выполнено при поддержке Министерства образования и науки Российской Федерации, 

проект FSWR-2024-0005. 
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данным применяется предобработка, которая состоит из следующей последовательности дей-

ствий: 

 прохода фильтром Notch; 

 прохода фильтром нижних частот; 

 прохода фильтром верхних частот; 

 транспонирование исходных данных. 

Данные разбиваются на обучающую, валидационную и тестовую выборки таким образом, 

что записи одних и тех же пациентов присутствуют лишь в одной из описанных выше выборок.  

2.2. Задача multilabel классификации 

Задача заключается в определении 5 независимых ключевых классов PTB-XL: NORM (нор-

мальная ЭКГ), CD (нарушение проводимости), MI (инфаркт миокарда), HYP (гипертрофия), 

STTC (нарушение ST/T сегмента). 

2.3. Метрики 

В качестве метрики рассматривается макроусредненная F1 мера. Данная метрика выбрана в 

силу того, что она позволяет достигать баланса между Precision и Recall, что берется за основу в 

рамках этой работы. 

2.4. Модели 

В рамках данной работы рассматривается 10 нейронных сетей, обладающих наибольшей 

классифицирующей способностью: 

 сверточная сеть [17] (далее CNN); 

 глубоко разделяемая сверточная сеть [18] (далее SCNN); 

 сеть, основанная на AlexNet [19] (далее AlexNet); 

 комбинация сверточной сети c двунаправленными [20] LSTM и GRU (далее CBB); 

 сеть, основанная на Inception [21] (далее Inception); 

 рекуррентная сеть LSTM [22] (далее LSTM); 

 рекуррентная сеть GRU [23] (далее GRU); 

 комбинация LSTM и GRU (далее LG); 

 сеть, основанная на VGG16 [24] (далее VGG16); 

 сеть, основанная на Xception [25] (далее Xception). 

3. Результаты 

По результатам многочисленных экспериментов было зафиксировано соотношение обучаю-

щей и валидационной выборок как  
8

9
 и 
1

9
 соответственно (относительно их объединения). Данные 

разбиты в указанном выше соотношении на выборки по принадлежности к конкретному набору 

классов. Производилось многократное обучение (с ограничением по времени в 100 часов на каж-

дую нейросеть) с сохранением лучшего результата посредством анализа F1 меры на валидацион-

ной выборке. Также применялись функции обратного вызова, которые понижают коэффициент 

обучения, если некоторое количество эпох нет увеличения метрики на валидационной выборке 

или вовсе останов обучения в таком случае, а еще сохранение лучшей конфигурации нейросети 

после каждой эпохи обучения, если повышается F1 мера на валидационном множестве. На вход 

нейросети получают обработанные данные, а на выходе выдают вектор вероятностей принадлеж-

ности к каждом классу (5 элементов), где каждая из них может быть от 0 до 1. В Таблице 1 при-

водятся результаты такого обучения (метрика на тестовой выборке приводится в процентах, с 

округлением до сотых). 
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Таблица 1. Результаты обучения нейронных сетей предсказания каждого класса 

Нейронная сеть F1-мера 

CNN 68,93 

SCNN 71,89 

AlexNet 71,67 

CBB 70,15 

Inception 72,75 

LSTM 66,63 

GRU 66,44 

LG 73,23 

VGG16 71,42 

Xception 74,57 

Далее модели обучались не с предсказанием каждого класса, а предсказанием целого набора 

классов, то есть на выходе нейросетей получается вектор вероятностей из 32 элементов, где 

сумма вероятностей всегда дает 1. Для различия в названиях к прошлым добавляется приставка 

«class», означающую принадлежность к данному типу обучения. В Таблице 2 приводятся резуль-

таты такого обучения (метрика на тестовой выборке приводится в процентах, с округлением до 

сотых). 

Таблица 2. Результаты обучения нейронных сетей предсказания целого набора классов 

Нейронная сеть F1-мера 

classCNN 71,70 

classSCNN 71,79 

classAlexNet 72,15 

classCBB 72,08 

classInception 72,75 

classLSTM 58,06 

classGRU 70,97 

classLG 12,19 

classVGG16 71,67 

classXception 74,85 

Далее проводится эксперимент с анализом ошибок моделей. Анализируются все ошибки мо-

делей на конкретном множестве (обучающая или валидационная выборки) и дихотомией ищется 

такой порог, что когда вероятность предсказания конкретного набора ниже, чем это число, то 

тогда всегда происходит замена на другой диагноз. В худшем случае предсказания модели поме-

няются, в лучшем можно достигать исправления тех ошибок, что встречаются чаще всего (од-

ного набор на конкретный один другой). Замена с порогами при анализе ошибок на обучающей 

выборке приводится в Таблице 3, а при анализе ошибок на валидационном множестве в Таблице 

4 (метрика на тестовой выборке приводится в процентах, с округлением до сотых).  

Таблица 3. Проведение замен с порогами у моделей при анализе ошибок на обучающей выборке 

Нейронная сеть 
F1-мера 

До замен После замен 

classXception 74,85 74,86 

Xception 74,57 74,28 

LG 73,23 72,99 

Inception 72,75 72,70 

classCBB 72,08 71,98 

SCNN 71,89 71,80 

classVGG16 71,67 71,76 

classAlexNet 72,15 71,69 

VGG16 71,42 71,46 

classCNN 71,70 71,19 

classSCNN 71,79 71,14 
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AlexNet 71,67 71,06 

classGRU 70,97 70,61 

CBB 70,15 70,18 

classInception 69,51 69,61 

LSTM 66,63 66,95 

GRU 66,44 66,49 

classLSTM 58,06 60,26 

classLG 12,19 31,82 

Таблица 4. Проведение замен с порогами у моделей при анализе ошибок на валидационной выборке 

Нейронная сеть 
F1-мера 

До замен После замен 

classXception 74,85 74,88 

Xception 74,57 74,28 

LG 73,23 72,99 

Inception 72,75 72,73 

classCBB 72,08 71,98 

SCNN 71,89 71,69 

classVGG16 71,67 71,76 

classAlexNet 72,15 71,63 

VGG16 71,42 71,37 

classCNN 71,70 71,17 

classSCNN 71,79 71,14 

AlexNet 71,67 71,06 

classGRU 70,97 70,63 

CBB 70,15 70,16 

classInception 69,51 69,61 

LSTM 66,63 66,74 

GRU 66,44 66,44 

classLSTM 58,06 60,26 

classLG 12,19 27,30 

Матрица ошибок модели classXception после замен с порогами при анализе ошибок на вали-

дационной выборке, демонстрирующая наибольшие показатели на тестовом множестве, приво-

дится на рис. 1. 

 

Рис. 1. Матрица ошибок нейросети classXception после замен с порогами при анализе ошибок  

на валидационной выборке 

4. Заключение и выводы 

По результатам экспериментов можно наблюдать эффективность обучения рекуррентных и 

сверточных нейросетей для проведения диагностики по ЭКГ программными средствами. Рас-

смотрение альтернативного подхода к обучению позволяет повышать показатели целевых метрик 

некоторых моделей глубокого обучения. Проведение замен с порогами на обучающей и валида-

ционной выборках также позволяет повышать классифирующую способность некоторых моде-

лей. 

В дальнейшем планируется рассмотрение новых архитектур нейросетей, методов машин-

ного обучения, а также различных модификаций с целью повышения качества анализа ЭКГ в 
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рамках предсказания 5 ключевых классов PTBXL, а также более сложных задач из данного 

набора и других. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ПРОПИТКИ 

ПОЛИДИСПЕРСНОЙ СРЕДЫ ПОЛИМЕРНЫМ СВЯЗУЮЩИМ 

С.В. Русаков, В.Г. Гилев 

Пермский государственный национальный исследовательский университет 

В работе рассматривается задача о создании композитного материала на основе поли-

дисперсной смеси (песка) и полимерного  связующего. Предлагается математическая 

модель двухфазного (жидкость, газ) течения в пористой среде. Обсуждаются резуль-

таты серии вычислительных и натурных  экспериментов.  Поскольку движение фронта 

насыщения жидкой фазы ограничено временем отверждения полимерного связующего 

основным результатом процесса пропитки является глубина проникновения связую-

щего в слой песчаной смеси. В результате исследования проведены оценки влияния 

различных механизмов на рассматриваемый процесс, в том числе капиллярного дав-

ления, возникающего в пористой среде. 

Ключевые слова: полидисперсная среда, пористость, проницаемость, капиллярное дав-

ление. 

 

1. Введение 

Эпоксидные полимеры по целому ряду свойств выделяются среди прочих полимерных ма-

териалов, играя важную роль в аэрокосмической, автомобильной, судостроительной и других 

отраслях промышленности. Широкое их применение в технике связано, во-первых, с высокой 

технологичностью эпоксидных смол, во-вторых, с уникальным сочетанием эксплуатационных 

характеристик продуктов их отверждения. Особое место занимают композиционные материалы 

с микроскопическими наполнителями, такими, например, как кварцевый песок, лузга, опилки, 

полимерные порошки, шламы, стружки – прикладное, но крайне востребованное направление 

материаловедения. В частности, они используются в изделиях строительного и декоративного 

назначения [1], для устранения дефектов в виде износов и сквозных протираний поверхности 

деталей со сложнопрофильной поверхностью [2]. Влияние наполнителя на механические харак-

теристики эпоксидополимерных композиционных материалов рассмотрены в ряде работ (см. 

например [3]). Для изготовления монолитных конструкций широко используется метод предва-

рительного смешения эпоксидной составляющей с тем или иным наполнителем и последующим 

формированием готового изделия. Для реставрации трещин, сквозных отверстий такой метод 

неэффективен. Здесь предпочтительно предварительное заполнение пор наполнителем с после-

дующей пропиткой клеевым материалом. Такой процесс в научной литературе практически не 

затрагивается. В настоящей работе некоторые аспекты этой проблемы исследуются с помощью 

математического моделирования. 

2. Математическая постановка задачи 

На слой полидисперсной среды толщиной L размещается полимеризующаяся эпоксидная 

композиция (далее просто «композиция») толщиной l0 в жидкой фазе, которая начинает прони-

кать в пористую среду (см. Рис. 1). При этом, в качестве полидисперсной среды используется 

смесь «мелкого» и «крупного» песка, характеризующаяся значением С – доли «мелкого» песка в 

смеси в процентах. 

В процессе перехода композиции от жидкого состояния в гель-фракцию её вязкость меня-

ется от конкретного конечного значения до бесконечного. В этом случае процесс «просачива-

ния» завершается, в следствии чего, эпоксидная композиция проникает на конечную глубину. 
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Рис. 1 Геометрия задачи 

Расчёт глубины проникновения будем производить с помощью следующей математической 

модели, являющейся обобщением закона Дарси [4]: 
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В уравнениях (1)-(3) используются обозначения. 

Независимые переменные: t – время в секундах, x – пространство в метрах; 

Искомые функции: P(t, x) – давление, Sэ(t, x) и Sв(t, x) – насыщенность эпоксидной компози-

ции и воздуха соответственно; параметры модели: k=k(C) и  m=m(C) – проницаемость и пори-

стость песчаной смеси; ρэ=ρэ(T) и ρв=ρв(T) – плотность композиции и воздуха в зависимости от 

температуры Т; g – значение ускорения свободного падения; μэ=μэ(t;T) и  μв=μв(Т) – динамическая 

вязкость композиции и воздуха; F(S) – функция Бакли-Леверетта (использовался вариант 

F(S)=S2) . 

В этих обозначениях начальные и граничные условия имеют следующий вид: 
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где Pат – атмосферное давление, PН – давление приложенное к поверхности композиции (см. Рис. 

1). Кроме того, этой величиной можно смоделировать работу капиллярных сил на границе 

фронта насыщенности. 

Проведем обезразмеривание в изотермической постановке T=const, выбирая в качестве ха-

рактерного значения длины начальную величину  слоя эпоксидной композиции l0 , времени – t*, 

давления – ρэgl0 , вязкости – μэ(0), плотности – ρэ. 
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виду:  
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Безразмерная запись начальных и граничных условий (4)-(6) для давления имеет вид: 
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где 

0gl
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э

Н
H


 . Задача (7)-(9) решалась численно с учетом особенностей рассматриваемых 

уравнений. 

3. Численные метод решения 

Использование балансового соотношения (3) позволяет свести решение задачи к нахожде-

нию только одного значения насыщенности, поэтому в дальнейшем ограничимся обозначением 

S=Sэ, тогда 1-S=Sв. Также будем опускать символ '-' над безразмерными величинами.  

Рассмотрим решения уравнения (7), которое напрямую не зависит от времени и для любого 

значения t может быть записано в виде: 
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Проинтегрировав уравнение (10) по переменной x и проведя элементарные преобразования, 

получим в узлах разностной сетки xi, i=0,…,N: 
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где A – константа интегрирования. Тогда, проинтегрировав разностное уравнение (11) по фор-

муле трапеций, можно найти 
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Для определения значения константы A воспользуемся следующей процедурой: задав про-

извольные значения A1 и A2,  найдем численные решения по формуле (12). Введем обозначения    
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и построим искомое решение в виде линейной комбинации: 
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С учётом краевого условия при Nxx   получаем соотношение 
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Таким образом, из соотношения (11) можно получить значения градиента давления в узлах 

разностной сетки. Для решения уравнения (8) воспользуемся явной конечно-разностной схемой 

первого порядка аппроксимации по пространству и времени: 
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(17) 

где n – номер шага по времени, а 



c

h
  – величина шага по времени. В силу нелинейности 

уравнения величина параметра cτ определялась эмпирически в ходе его численного решения. 
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4. Результаты моделирования 

В качестве дисперсного материала использовались два сорта кварцевого песка с двумя ха-

рактерными размерами частиц, условно названные «мелкими» и «крупными». Для исследования 

статистических характеристик порошков применялся оптический микроскоп. Серии изображе-

ний обрабатывались на компьютере при помощи программы ImageJ. После обработки изображе-

ний были построены гистограммы распределения по диаметру частиц. Исследуемые образцы 

имели следующие характеристики: «мелкие» – средний диаметр 0.15 мм, медиана – 0.146; «круп-

ные» – средний диаметр 0.53 мм, медиана – 0.526. 

В процессе измерений дисперсная смесь засыпалась в стеклянную трубку, сверху наливался 

эпоксидный состав (смола L, отвердитель ЕРН 621) и система помещалась в воздушный термо-

стат при температуре Т=45 oС до полной полимеризации. Измеряемыми параметрами являлись: 

высота эпоксидного состава до и после полимеризации и глубина проникновения в пористую 

среду. Для каждой концентрации «мелкого» песка в «крупном» проводилась серия измерений, 

результаты которых усреднялись. 

В ходе натурного эксперимента во всех случаях бралось l0 = 0.1 м и варьировалась концен-

трация «мелкого» песка. Было получено, что плотное пропитывание (отсутствие пустот в компо-

зитном материале) в данном случае реализуется только для С ≤ 40%. Поэтому обсудим только 

эту часть расчётов. Во всех случаях измерялась глубина пропитки lz, которая очевидно является 

следствием совместного действия гидростатического и капиллярного давления. На рис. 2  пока-

зана толщина полученного слоя  композитного материала (глубина пропитки lz), которая убывает 

практически линейно с ростом концентрации С. Далее была проведена серия расчётов, позволив-

шая оценить зависимость PH(C), которую будем считать эквивалентной капиллярному давлению. 

В ходе расчетов по рассматриваемой модели методом перебора подбиралась величина 

PH(С), обеспечивающая глубину пропитки, соответствующую экспериментальной. Полученные 

результаты представлены на рис.3.
  Для дальнейшей обработки воспользуемся следующим предположением для капиллярного 

давления: 
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Здесь Rэф(C) – эффективный радиус пор, определяемый через пористость m(C), проницаемость 

k(C), структурный коэффициент f(C) [5] и угол смачивания φ(С). Пористость и проницаемость 

определялись в ходе предварительного экспериментального исследования свойств полидисперс-

ной смеси, а константа α и угол смачивания при обработке экспериментальных данных настоя-

щей работы. В результате получено α = 0.000552, φ(C) = 0.0162∙C. 

Используя оценку величины капиллярного давления, удалось численно решить задачу опре-

деления величины )(*

0 Cl , при которой весь слой эпоксидной композиции полностью поглоща-

ется полидисперсной средой.   

В результате была получена зависимость CCl 4*

0 106.5046.0)(   (С ≤ 40%). Если экс-

траполировать эту зависимость на увеличения концентрации мелкого песка, можно получить, 

что такое возможно только при значениях С ≤ 80%. Отметим, что в натурном эксперименте по-

лучено мl 05.0)0(*

0  , что удовлетворительно согласуется с результатом расчёта. 
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Рис. 2. Глубины пропитки lz(C) Рис. 3. Безразмерная величина давления PH(C)  

Таким образом, получены результаты, показывают, что с помощью предложенной матема-

тической модели имеется возможность оценивать капиллярные силы, возникающие в пористой 

среде при её пропитке полимерной композицией и тем самым прогнозировать максимальную 

глубину проникновения эпоксидной композиции в полидисперсную среду. С технологической 

точки зрения, дисперсная среда с преобладанием крупнозернистого песка является более пред-

почтительней, поскольку обеспечивает большую глубину пропитки. 
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ПРОБЛЕМА ФРОБЕНИУСА ДЛЯ ТРЕХ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

В.П. Савельев 

Нижегородский государственный инженерно-экономический университет 

В настоящей работе решается задача нахождения числа Фробениуса для трех нату-

ральных чисел вида 𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1. Если ввести натуральное число 𝑘 = ⌊
𝑎

𝑚
⌋, где 

⌊𝑥⌋ означает целую часть числа 𝒙, то любое натуральное число можно представить в 

виде 𝑎 = 𝑘𝑚 + 𝑙, 𝑙 ∈ {0,1,2, … ,𝑚 − 1}. Для указанных трех чисел получена формула 

числа Фробениуса при условии, что 𝑘 ≥ 𝑙. 

Ключевые слова: множество Фробениуса, число Фробениуса, аддитивная полугруппа 

чисел. 

 

1. Введение 

Проблеме нахождения числа Фробениуса для конечного множества натуральных чисел по-

священо много работ [1]. Эта проблема напрямую связана с решением ряда известных задач дис-

кретной математики, таких, как задача о рюкзаке, задача о размене монет [2=4], некоторые задачи 

теории графов [5]. Формула для вычисления числа Фробениуса в общем случае известна лишь 

для двух натуральных чисел: если наибольший общий делитель натуральных чисел 𝑎 и 𝑏 равен 

единице, то 

 𝑓𝑟𝑜𝑏(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 − 𝑎 − 𝑏. (1) 

В общем случае, такой формулы нет даже для трех натуральных чисел. Однако, в некоторых 

частных случаях формулы найдены, или предложены алгоритмы вычисления числа Фробениуса 

[6-8]. 

2. Вывод формулы 

Для исходного множества натуральных чисел 𝑎, 𝑎 +𝑚, 𝑎 +𝑚 + 1 определим аддитивную 

полугруппу 𝐺(𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1), порожденную этими числами. Отметим, что каждый эле-

мент полугруппы можно представить в виде линейной комбинации  

 𝐿 = 𝑥1𝑎 + 𝑥2(𝑎 + 𝑚) + 𝑥3(𝑎 + 𝑚 + 1), 𝑥𝑖 ∈ 𝑍+, 𝑖 = 1,3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . (2) 

Множество 𝑁\𝐺(𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1) = 𝐺(𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1) называется множеством 

Фробениуса. Числом Фробениуса 𝑓𝑟𝑜𝑏(𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1) называется наибольшее натураль-

ное число, принадлежащее множеству Фробениуса 𝐺(𝑎, 𝑎 +𝑚, 𝑎 +𝑚 + 1). 
Для доказательства, что некоторое число является числом Фробениуса, полезно использо-

вать следующее утверждение [6,стр. 61].   

Утверждение 1. Пусть 𝑎𝑖 ∈ 𝑁, 𝑖 = 1, 𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, и 𝑑 = 𝑚𝑖𝑛{𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛}. Если каждое из 𝑑 последо-

вательных натуральных чисел, начиная с некоторого числа 𝑏, принадлежит аддитивной полу-

группе 𝐺(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), то ей принадлежат все натуральные числа, начиная с числа 𝑏. 

Утверждение 2. Пусть 𝑚 ∈ 𝑁 + 1, 𝑎 = 𝑘𝑚 + 𝑙, 𝑙𝜖{0,…𝑚 − 1}, 𝑘𝜖𝑁, 𝑘 ≥ 𝑙, тогда 

 𝑓𝑟𝑜𝑏(𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1) = (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 + 𝑚(𝑚 − 1) − 1. (3) 

Во-первых, покажем, что уравнение 

 𝐿 = 𝑥1𝑎 + 𝑥2(𝑎 + 𝑚) + 𝑥3(𝑎 + 𝑚 + 1) = (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 + 𝑚(𝑚 − 1) − 1 (4) 

не имеет решения в целых неотрицательных числах.  

С учетом того, что 𝑎 = 𝑘𝑚 + 𝑙, уравнение (4) запишется в виде 

𝑥1𝑘𝑚 + 𝑥2(𝑘 + 1)𝑚 + 𝑥3(𝑘 + 1)𝑚 + 𝑙𝑥1 + 𝑙𝑥2 + (𝑙 + 1)𝑥3 + 1 = 
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 (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑘𝑚 + 𝑙 (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊

𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) + 𝑚(𝑚 − 1). (5) 

С учетом целочисленности слагаемых, это значит, что имеет место соотношение 

 𝑙𝑥1 + 𝑙𝑥2 + (𝑙 + 1)𝑥3 + 1 − 𝑙 (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) = 𝑖𝑚, 𝑖 ∈ 𝑍. (6) 

С учетом (6) соотношение (5) примет вид: 

 (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)𝑘 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑖 = (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑘 + 𝑚 − 1. (7) 

Из соотношения (7) следует, что 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑖 −𝑚 + 1 должно быть кратным числу 𝑘, то есть,  

 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑖 −𝑚 + 1 = 𝑗𝑘, 𝑗 ∈ 𝑍. (8) 

С учетом соотношения (8), соотношение (7) примет вид: 

 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑗 − (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) = 0. (9) 

Умножив соотношение (9) на и вычитая его из соотношения (5), получим:  

 𝑥3 + 1 − 𝑙𝑗 = 𝑖𝑚, 𝑖 ∈ 𝑍. (10) 

Таким образом, найдено выражение для множителя 𝑥3  

 𝑥3 = 𝑖𝑚 + 𝑙𝑗 − 1, (11) 

А из соотношения (8) находим выражение для множителя 𝑥2 

 𝑥2 = 𝑗(𝑘 − 𝑙) + 𝑚 − 𝑖(1 + 𝑚), 𝑗 ∈ 𝑍. (12) 

Если предположить, что 𝑥3 = 𝑖𝑚 + 𝑙𝑗 − 1 ≥ 0, то это будет означать, что хотя бы один из 

параметров 𝑖 и 𝑗 является натуральным числом. Предположим, что 𝑖𝜖𝑁. Если предположить, что 

𝑥2 ≥ 0, то из неравенства 

 𝑗(𝑘 − 𝑙) ≥ 𝑖(1 + 𝑚) −𝑚 (13) 

следует, что и 𝑗𝜖𝑁. Таким образом, будем считать, что 𝑗𝜖𝑁. 
Из неравенства (13) следует ограничение сверху на параметр 𝑖:  

 𝑖 ≤
𝑗(𝑘−𝑙)+𝑚

1+𝑚
. (14) 

С учетом значений коэффициентов (11) и (12) найдем значение коэффициента 𝑥1 из соотно-

шения (9): 

𝑥1 = 𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ − 𝑗 − 𝑖𝑚 − 𝑙𝑗 + 1 + 𝑗(𝑙 − 𝑘) − 𝑚 + 𝑖(1 +𝑚) = 𝑘 − 1 − 𝑗 + 𝑖 −

𝑗𝑘 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ = 𝑘 + 1 − 2 − 𝑗 − 𝑗𝑘 + 𝑖 − ⌊

𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ = (𝑘 + 1)(1 − 𝑗) − 2 + 𝑖 − ⌊

𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋.  

Если 
𝑘−𝑗−1

𝑚+1
𝜖𝑍, то 

𝑥1 ≤ (𝑘 + 1)(1 − 𝑗) − 2 +
𝑗(𝑘−𝑙)+𝑚

1+𝑚
−
𝑘−𝑙−1

1+𝑚
= (𝑘 + 1)(1 − 𝑗) − 2 −

𝑘−𝑙

1+𝑚
(1 − 𝑗) + 1 =

(𝑘 + 1 −
𝑘−𝑙

1+𝑚
) (1 − 𝑗) − 1 < 0.  

Если 
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
− не является целым числом, то − ⌊

𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ < −

𝑘−𝑙−1

𝑚+1
+ 1 

𝑥1 < (𝑘 + 1)(1 − 𝑗) − 2 +
𝑗(𝑘−𝑙)+𝑚

1+𝑚
−
𝑘−𝑙−1

1+𝑚
+ 1 = (𝑘 + 1)(1 − 𝑗) − 1 −

𝑘−𝑙

1+𝑚
(1 − 𝑗) + 1 =

(𝑘 + 1 −
𝑘−𝑙

1+𝑚
) (1 − 𝑗) ≤ 0.  

Итак, у любого решения 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ) уравнения (2), определяемого параметрами 𝑖 ∈
𝑁, 𝑗 ∈ 𝑁, одна из компонент будет отрицательна, то есть, число 

𝑓 = (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 + 𝑚(𝑚 − 1) − 1 не может быть представлено в виде линейной 

целочисленной неотрицательной комбинации чисел 𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1. 
Далее, число 𝑓 удобнее представить в виде 

 𝑓 = (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 + 𝑚(𝑚 − 1) − 1. (15) 

Во-вторых, покажем, что каждое из натуральных чисел, начиная с числа 

 (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 + 𝑚(𝑚 − 1), (16) 

и заканчивая числом  

 (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 + 𝑚(𝑚 − 1) + 𝑘𝑚 + 𝑙 − 1, (17) 

может быть представлено в виде линейной целочисленной неотрицательной комбинации чисел 

𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1. 
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Сначала рассмотрим частный случай, когда 𝑘 = 𝑙, то есть, ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ = −1. В этом случае надо 

показать, что каждое из натуральных чисел, начиная с числа 

 (𝑘 + 𝑚 − 1)𝑎 +𝑚(𝑚 − 1), (18) 

и заканчивая числом 

 (𝑘 + 𝑚 − 1)𝑎 +𝑚(𝑚 − 1) + 𝑘(𝑚 + 1) − 1, (19) 

может быть представлено в виде линейной целочисленной неотрицательной комбинации чисел 

𝑎, 𝑎 + 𝑚, 𝑎 + 𝑚 + 1. 
Действительно, положим  

𝑥1 = 𝑘 +𝑚 − 1 − 𝑝, 𝑥2 = 𝑝 − 𝑞, 𝑥3 = 𝑞. 
Тогда линейная комбинация (2) примет вид: 

𝐿 = (𝑘 +𝑚 − 1)𝑎 + 𝑝𝑚 + 𝑞. 
При последовательном задании натуральных значений параметров 𝑝 и 𝑞 

 𝑝 = 𝑚 − 1, 𝑘 + 𝑚 − 1,⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑞 = 0,𝑚 − 1⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (20) 

линейная комбинация (2) примет все натуральные значения от числа (18) до числа (19). 

(𝑘 + 𝑚 − 1)𝑎 +𝑚(𝑘 +𝑚 − 1) +𝑚 − 1 = (𝑘 +𝑚 − 1)𝑎 +𝑚(𝑚 − 1) +𝑚(𝑘 + 1) − 1. 
Заметим, что при изменении параметров 𝑝 и 𝑞 коэффициенты 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 линейной комбина-

ции (2) остаются неотрицательными. 

Теперь рассмотрим общий случай, когда 𝑘 > 𝑙.  
В этом случае положим  

 𝑥1 = 𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ − 𝑝, 𝑥2 = 𝑝 − 𝑞 − 𝑡, 𝑥3 = 𝑞 + 𝑡. (21) 

Тогда линейная комбинация (3) примет вид: 

 𝐿 = (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 + 𝑝𝑚 + 𝑞 + 𝑡. (22) 

На первом этапе при фиксированном значении 𝑡 = 0 и последовательном задании натураль-

ных значений параметров 𝑝 и 𝑞 

 𝑝 = 𝑚 − 1, 𝑘 + 𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ ,

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
 𝑞 = 0,𝑚 − 1⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (23) 

линейная комбинация (2) примет все натуральные значения от числа (16) до числа  

(𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 +𝑚 (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊

𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) + 𝑚 − 1 =  

 (𝑘 + 𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋)𝑎 + 𝑚(𝑚 − 1 − ⌊

𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) + 𝑘𝑚 − 1. (24) 

На втором этапе при фиксированных значениях 

 𝑝 = 𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ , 𝑞 = 𝑚 − 1, (25) 

и последовательном задании натуральных значений параметра 

 𝑡 = 0,𝑚 ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋ + 𝑙

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
 (26) 

линейная комбинация (2) примет все натуральные значения от числа  

 (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊
𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) 𝑎 + 𝑚 (𝑘 +𝑚 − 2 − ⌊

𝑘−𝑙−1

𝑚+1
⌋) + 𝑚 (27) 

до числа (17). 

Пример. 𝑓𝑟𝑜𝑏(12,15,16) = (4 + 3 − 2 − 0)12 + 3 ∗ 2 − 1 = 65. 
Заметим, что для такого рода троек чисел имеется формула Брауэра [9], которая упрощает 

вычисление числа Фробениуса: 

 𝑓𝑟𝑜𝑏(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑑𝑓𝑟𝑜𝑏 (
𝑎

𝑑
,
𝑏

𝑑
, 𝑐) + (𝑑 − 1)𝑐. (28) 

В соответствии с этой формулой  

𝑓𝑟𝑜𝑏(12,15,16) = 3 

𝑓𝑟𝑜𝑏(4,5,16) + 2 ∗ 16 = 3 ∗ 11 + 32 = 65. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДИНАМИКИ МАЛОГО БИЗНЕСА 

В УСЛОВИЯХ ВЫДЕЛЕНИЯ ГРАНТОВ 

В.П. Савельев, Н.И. Сутягина 

Нижегородский государственный инженерно-экономический университет 

Стабильное развитие малого бизнеса в регионе – необходимое условие жизнеспособ-

ности сельских территорий. Поэтому применение разнообразных методов исследова-

ния деятельности предприятий малого бизнеса является актуальным и значимым как в 

теории, так и на практике. Построенные ранее математические модели [1, 2, 3, 4] раз-

вития предприятий, оказывающих услуги жителям сельских территорий, позволяют 

определить условия для стабильного существования малого бизнеса. В настоящее 

время актуальным представляется рассмотрение влияния грантовой поддержки соци-

ально-значимых проектов на устойчивое развитие региональной системы малого биз-

неса. Проводимый анализ доказывает, что в соответствующей математической модели 

область устойчивости в пространстве параметров расширяется. 

Ключевые слова: динамическая система, линеаризация, малый бизнес, состояние рав-

новесия, фазовый портрет. 

 

Аналогично построенным моделям [1-4] предполагаем, что трудоспособное население сель-

ской территории состоит из двух частей: первая часть работает в сфере производства товаров и 

услуг для населения рассматриваемой сельской территории (малый бизнес), вторая часть насе-

ления работает, в основном, на внешний сервис. Соответственно, для построения математиче-

ской модели, описывающей динамику финансовых потоков, мы вводим понятие состояния си-

стемы, которое в данном случае является двумерной функцией времени (x(t),y(t)), где x(t) – объем 

предоставляемых услуг населению сельской территории предприятиями малого бизнеса, y(t) – 

объем произведенных товаров, выполненных работ и оказанных услуг предприятиями, работаю-

щими на внешний сервис. 

1. Линейная модель 

Предполагается, что товары и услуги предприятий внешнего сервиса пользуются спросом 

также и внутри сельской территории. Динамика изменения состояния (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) задается ли-

нейной системой дифференциальных уравнений: 

 
,

.

x ax by p

y R dx cy

   


  
 (1) 

где (в единицу времени) 𝑎𝑥 − текущие расходы предприятий малого бизнеса (зарплата, закупка 

оборудования и т.д.), 𝑏𝑦 − текущий доход малого бизнеса от домашних хозяйств работников 

внешнего сервиса, 𝑝 − грантовая поддержка предприятий малого бизнеса, 𝑅 – доход предприя-

тий внешнего сервиса от продажи товаров и услуг вне данной сельской территории, 𝑑𝑥 – доход 

предприятий внешнего сервиса от домашних хозяйств работников малого бизнеса, 𝑐𝑦 – текущие 

расходы предприятий внешнего сервиса (зарплата, закупка оборудования и т.д.). 

При естественном предположении, что 𝑎 > 𝑑, 𝑐 > 𝑏, находим состояние равновесия системы 

(1): 

 * *,  .
bR pc aR dp

x y
ac bd ac bd

 
 

 
 (2) 

После введения новых переменных ,  
bR pc aR dp

x X y Y
ac bd ac bd

 
   

 
 система (1) примет вид 

однородной системы с состоянием равновесия (0,0): 

 
,

.

X aX bY

Y dX cY

   


 
 (3) 
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Из уравнения  2 0a c ac bd       находятся собственные значения матрицы: 

 
         

2 2

1,2

4 4

2 2

a c a c ac bd a c a c bd


          
   (4) 

Поскольку собственные значения матрицы действительные и отрицательные, состояние рав-

новесия ,
bR pc aR dp

ac bd ac bd

  
 

  
 является устойчивым узлом (см. рис. 1). 

То есть, грантовая поддержка предприятий малого бизнеса сельских территорий способ-

ствует увеличению как объема предоставляемых услуг населению предприятиями малого биз-

неса, так и объема произведенных товаров, выполненных работ и оказанных услуг предприяти-

ями, работающими на внешний сервис.  

 

Рис. 1. Фазовый портрет системы (1) 

Поведение фазовых траекторий на оси 𝑂𝑥 определяется вектором    dxRpaxyx  ,,   

Это значит, что траектории пересекают ось 𝑂𝑥 снизу вверх при 𝑥 > −
𝑅

𝑑
 , и сверху вниз при 𝑥 <

−
𝑅

𝑑
. Поведение фазовых траекторий на оси 𝑂𝑦 определяется вектором    cyRbypyx   ,,  , то 

есть, траектории пересекают ось 𝑂𝑦 слева направо при 𝑦 > −
𝑝

𝑏
, и справа налево при 𝑦 < −

𝑝

𝑏
. 

2. Нелинейная модель 

В линейной модели (1) предполагалось, что доход 𝑏𝑦 системы предприятий типа 𝑋 зависит 

лишь от объема 𝑦 произведенных товаров и услуг предприятиями типа 𝑌. Однако, такое предпо-

ложение справедливо лишь при постоянном объеме 𝑥 услуг малого бизнеса. Очевидно, чем 

больше развит рынок внутренних услуг, тем больший доход могут получить предприятия малого 

бизнеса. В соответствии с этим составим систему нелинейных дифференциальных уравнений 

 
,

,

x ax bxy p

y R dx cy bxy

   


   
 (5) 

где (в единицу времени) 𝑏𝑥𝑦 − доход системы предприятий малого бизнеса от работников пред-

приятий внешнего сервиса, 𝑐𝑦 − оплата труда работников предприятий типа 𝑌 за вычетом их 

затрат на внутренний сервис. Динамическая система (5) имеет два состояния равновесия 

𝑀1(𝑥1, 𝑦1),𝑀2(𝑥2, 𝑦2) с координатами: 
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     

 

     
2 2

1 1

4 4
,  

2 2

R p b ac R p b ac bcp a d R p b ac R p b ac bcp a d
x y

b a d bc

                   
 


 (6) 

     

 

     
2 2

2 2

4 4
,

2 2

R p b ac R p b ac bcp a d R p b ac R p b ac bcp a d
x y

b a d bc

                   
 


 (7) 

В окрестности первого состояния равновесия линеаризованная система (6) имеет вид: 

           

 

           

 

2 2

2 2

4 4
,

2 2

2 4 2 4

2 2

R p b ac R p b ac bcp a d R p b ac R p b ac bcp a d
X X Y

c a d

R p b ac cd R p b ac bcp a d R p b ac cd R p b ac bcp a d
Y X Y

c a d


                     

 

                         



(8) 

где 𝑋 = 𝑥 − 𝑥1, 𝑌 = 𝑦 − 𝑦1. 

Собственные значения матрицы линейной системы (8) находятся из уравнения 

𝜆2 + 𝐴𝜆 + 𝐵 = 0, 

где 

           

 

2 2

4 2 4

2 2

R p b ac bcp a d R p b ac R p b ac cd R p b ac bcp a d
A

c a d

                        
 


 

           

 

           

 

   

2 2

2 2

2

4 2 4

2 2

2 4 4

2 2

4 0

R p b ac bcp a d R p b ac R p b ac cd R p b ac bcp a d
B

c a d

R p b ac cd R p b ac bcp a d R p b ac R p b ac bcp a d

c a d

R p b ac bcp a d

                        
  



                    
  



       

 
При выполнении простого условия 

   0 cdbpR  (9) 

коэффициент 𝐴 также положителен, так как выполняется неравенство  

      02  daccdbpRcdacbpR . 

В этом случае собственные числа матрицы либо оба действительные и отрицательные, либо 

комплексно-сопряженные с отрицательной действительной частью. Соответствующее состояние 

равновесия 𝑀1(𝑥1, 𝑦1) является либо устойчивым узлом, либо устойчивым фокусом.  

В окрестности второго состояния равновесия линеаризованная система имеет вид: 

             

             
























.
2

4

2

4

,
2

4

2

4

22

22

Y
a

dabcpacbpRacbpR
X

c

dabcpacbpRacbpR
Y

Y
a

dabcpacbpRacbpR
X

c

dabcpacbpRacbpR
X





 (10) 

Уравнение для собственных значений матрицы системы (11) имеет вид: 

02  DC , где      04
2

 dabcpacbpRD  

Поскольку 𝐷 < 0, собственные значения действительные и разных знаков, то есть, второе 

состояние равновесия является седлом. Фазовый портрет системы (5) представлен на рисунке 2. 

Поведение фазовых траекторий системы (5) на оси 𝑂𝑥 определяется вектором 

   dxRpaxyx  ,,  . Это значит, что фазовые траектории пересекают ось 𝑂𝑥 снизу вверх при 

условии 𝑥 > −
𝑅

𝑑
, и сверху вниз при условии 𝑥 < −

𝑅

𝑑
. 
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Рис. 2. Фазовый портрет системы (5) с устойчивым узлом 

Заметим, что и нелинейная модель демонстрирует положительный эффект грантовой под-

держки малого бизнеса, заключающийся в расширении области притяжения устойчивого состо-

яния равновесия, расположенной справа от ω- сепаратрис седловой точки 𝑀2. В случае 0p   

седловая точка расположена на оси 𝑂𝑥. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДЛИН ПЕРИОДОВ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 

ДЛЯ КВАДРАТНОГО КОРНЯ ИЗ СТЕПЕНЕЙ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 

С.В. Сидоров, Д.В. Усов 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

В докладе представлено экспериментальное исследование длин 𝑙(𝑝2𝑛+1) периодов 

цепных дробей для квадратных корней из 𝑝2𝑛+1, где p – простое число. Выдвинута 

гипотеза о связи минимального решения (𝑥0, 𝑦0) уравнения Пелля 𝑥2 − 𝑝𝑦2 = ±1 с 

величиной 𝑙(𝑝2𝑛+1). А именно, предположено существование предела 

lim
𝑛→∞

𝑝𝑛∙ln(𝑥0+𝑦0√𝑝)

𝑙(𝑝2𝑛+1)
= 𝐿, где 𝐿 =

𝜋2

12∙ln(2)
= 1.18656911…  – константа Леви. Из этой ги-

потезы выведено существование предела lim
𝑛→∞

𝑙(𝑝2𝑛+1)

𝑙(𝑝2𝑛−1)
 = 𝑝  при фиксированном 𝑝. 

Ключевые слова: цепная дробь, простое число, константа Леви, период цепной дроби, 

уравнение Пелля. 

 

1. Введение 

Одним из важных разделов теории чисел являются цепные дроби (см. [1-7]). Они возникают, 

например, в связи с диофантовыми приближениями действительных чисел и при решении дио-

фантовых уравнений второй степени. В частности, существует классический метод (см. [8, 9]) 

нахождения решений уравнения Пелля 𝑥2 − 𝐷𝑦2 = ±1 и обобщённого уравнения Пелля  𝑥2 −
𝐷𝑦2 = 𝑁, где 𝐷 ∈ ℕ – не является полным квадратом, а 𝑁 ∈ ℤ. Всякое положительное действи-

тельное число 𝑥 можно представить в виде простой цепной дроби  

𝑥 = 𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

𝑞2+⋯

, 

где 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2,⋯ – натуральные числа, называемые неполными частными. Часто цепную дробь 

записывают следующим образом: [𝑞0, 𝑞1, 𝑞2,⋯ ].  
Лагранжем и Лежандром было доказано (см. [2, 5]), что если 𝐷 ∈ ℕ не является полным 

квадратом, то цепная дробь для √𝐷 является периодической и имеет вид  

√𝐷 = [𝑞0, 𝑞1,⋯ , 𝑞𝑙−1, 𝑞𝑙̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅], 
где l – длина периода, а черта сверху означает периодическую часть. Более того, блок 

𝑞1, 𝑞2,⋯ , 𝑞𝑙−1  является палиндромом, т.е. 𝑞𝑖 = 𝑞𝑙−𝑖 для 𝑙 = 1,2,⋯ , 𝑙 − 1, а 𝑞𝑙 = 2𝑞0.  Длину пе-

риода цепной дроби для √𝐷 будем обозначать  𝑙(𝐷).  

Например, √19 = [4, 2,1,3,1,2,8̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅], 𝑙(19) = 6. 

2. Описание экспериментов и основные результаты 

В неопубликованной заметке K. Matthews [10] приведена таблица для значений 𝑙(𝑝2𝑛+1) при 

𝑝 = 2 и 0 ≤ 𝑛 ≤ 35 и выдвинута гипотеза о том, что существует предел lim
𝑛→∞

𝑙(22𝑛+1) 

2𝑛 
= 0.7427…  

Из этого, в частности, следует, что существует предел lim
𝑛→∞

𝑙(22𝑛+1) 

𝑙(22𝑛−1) 
 = 2. 

Целью нашей работы является продолжение этого исследования, а именно,  численное изу-

чение закономерностей поведения длин периодов цепных дробей для √𝑝2𝑛+1,  где p – простое 

число,  𝑛 = 0,1,2,… Были проведены эксперименты для всех простых 𝑝 ≤ 59. Результаты приве-

дены ниже в таблицах. 



 

146 

Таблица 1. Результаты экспериментов для 𝑝 = 2 

𝑛 𝑙(22𝑛+1) 
𝑙(22𝑛+1)

𝑙(22𝑛−1)
 
𝑙(22𝑛+1)

2𝑛
  𝑛 𝑙(22𝑛+1) 

𝑙(22𝑛+1)

𝑙(22𝑛−1)
 

𝑙(22𝑛+1)

2𝑛
 

0 1 - 1  20 778832 2 0.742752 

1 2 2 1  21 1557780 2.000148941 0.742807 

2 4 2 1  22 3116216 1.99916 0.742963 

3 4 2 0.5  23 6229836 1.99916 0.742654 

4 12 3 0.75  24 12462296 2.000421199 0.74281072 

5 24 2 0.75  25 24923320 1.999897932 0.7427728 

6 48 2 0.75  26 49849604 2.000118925 0.74281698 

7 96 2 0.75  27 99694536 1.999906278 0.74278217 

8 196 2.0416 0.765625  28 199394616 2.00005561 0.74280282 

9 368 1.8775 0.71875  29 398783628 1.999971895 0.74279239 

10 760 2.0652 0.742188  30 797556364 1.999972687 0.742782246 

11 1524 2.0052 0.744141  31 1595117676 2.000006204 0.7427845504 

12 3064 2.0104 0.748047  32 3190297400 2.000038899 0.742798997 

13 6068 1.9804 0.740723  33 6380517544 1.999975784 0.74279 

14 12168 2.0052 0.742676  34 12761088588 2.000008385 0.742793117 

15 24360 2.0019 0.743408  35 25522110948 1.99999481 0.7427911899 

16 48668 1.9978 0.742615  36 51044281208 2.000002324 0.742792053 

17 97160 1.9963 0.741272  37 102088450460 1.999997807 0.7427912384 

18 194952 2.0065 0.743683  38 204177067944 2.000001636 0.742791846 

19 389416 1.9974 0.742752  39 408353857832 1.999998638 0.74279134029 
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Результаты для других 𝑝 сведены в одну таблицу. 

Таблица 2. Результаты экспериментов для 𝑝 ≤  59  

𝑝 𝑛 
𝑙(𝑝2𝑛+1)

𝑝𝑛
 

𝑙(𝑝2𝑛+1)

𝑙(𝑝2𝑛−1)
 

𝑝𝑛ln(𝑥0 + 𝑦0√𝑝)

𝑙(𝑝2𝑛+1)
  𝑝 𝑛 

𝑙(𝑝2𝑛+1)

𝑝𝑛
 

𝑙(𝑝2𝑛+1)

𝑙(𝑝2𝑛−1)
 

𝑝𝑛ln(𝑥0 + 𝑦0√𝑝)

𝑙(𝑝2𝑛+1)
 

 

2 39 0.74279 1.9999986 1.1865695  29 6 4.16474 29.0010284 1.1865542 

3 19 1.10988 2.9999420 1.1865767  31 6 6.7587 31.0016083 1.1865615 

5 15 1.21664 5.0000045 1.1865720  37 6 2.09997 37.0023149 1.1865776 

7 9 2.33313 6.9988100 1.1866703  41 6 3.50519 41.0014473 1.1865629 

11 9 2.5226 11.000035 1.1865621  43 6 7.45724 43.0008423 1.1865654 

13 9 3.02066 12.999823 1.1865743  47 6 3.84658 46.9996326 1.1865708 

17 8 1.76535 17.000009 1.1865705  53 6 4.96992 53.0001364 1.1865697 

19 8 4.91244 19.000098 1.1865669  59 5 5.87071 59.0002668 1.1865729 

23 6 3.26222 23.001095 1.1865445       

 

Результаты экспериментов позволяют выдвинуть следующие гипотезы. 

Гипотеза 1. Пусть 𝑙(𝑝2𝑛+1) – длина периода цепной дроби для √𝑝2𝑛+1, где p – простое число. 

Тогда существует 

lim
𝑛→∞

 
𝑙(𝑝2𝑛+1) 

𝑙(𝑝2𝑛−1) 
 = 𝑝.   

Гипотеза 2. Пусть (𝑥0, 𝑦0) – минимальное положительное решение уравнения Пелля  

𝑥2 − 𝑝𝑦2 = ±1, где  𝑝 – простое число. Тогда существует 

lim
𝑛→∞

 
𝑝𝑛 ∙ ln(𝑥0 + 𝑦0√𝑝)

𝑙(𝑝2𝑛+1)
= 𝐿, 

где 𝐿 = 
𝜋2

12ln(2)
= 1.1865691104156254528217…  – константа Леви. 

В работе [11] была выдвинута похожая гипотеза с некоторыми дополнительными услови-

ями. 

Заметим, что Гипотеза 1 является следствием Гипотезы 2. Действительно, рассмотрим вели-

чину 𝛼(𝑛) =
𝑝𝑛∙ln(𝑥0+𝑦0√𝑝)

𝑙(𝑝2𝑛+1)
. Тогда согласно Гипотезе 2 имеем lim

𝑛→∞
𝛼(𝑛) = 𝐿, поэтому 

lim
𝑛→∞

 
𝛼(𝑛)

𝛼(𝑛−1)
 = 1. Поскольку 

𝛼(𝑛)

𝛼(𝑛−1)
=
𝑝∙𝑙(𝑝2𝑛−1)

𝑙(𝑝2𝑛+1)
, то  lim

𝑛→∞
 
𝑝∙𝑙(𝑝2𝑛−1)

𝑙(𝑝2𝑛+1)
 = 1, следовательно, 

lim
𝑛→∞

 
𝑙(𝑝2𝑛+1)

𝑙(𝑝2𝑛−1)
 = 𝑝. 
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ТРЕХМЕРНАЯ РЕКОНСТРУКЦИЯ ОБЪЕКТА ПО ДВУМЕРНЫМ 

УЛЬТРАЗВУКОВЫМИ СНИМКАМ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

РОБОТА-МАНИПУЛЯТОРА1* 

В.С. Соколов 

Научно-технологический университет «Сириус» 

Ультразвуковая диагностика является одним из наиболее распространённых методов 

обследования в медицине. Автоматизация данной процедуры позволит уменьшить 

нагрузку на медицинский персонал, а также даст доступ к медицинской помощи в от-

далённых регионах и при чрезвычайных ситуациях. В данной работе предлагается про-

тотип робототехнической системы для проведения трёхмерной реконструкции объ-

екта по набору двумерных ультразвуковых снимков.  

Ключевые слова: робототехника, автоматизация, ультразвук, промышленный манипу-

лятор, датчик по силе, управление, реконструкция 

 

1. Введение 

С момента появления первых манипуляторов и зарождения науки робототехники идут по-

пытки их внедрения не только в промышленность, но также и в медицину [1-2]. Медицинские 

приложения имеют своей спецификой необходимость более точного контроля за усилиями в кон-

тактных операциях [3-5], это может быть, как контакт хирургического инструмента с мягкими 

тканями, так и контакт ультразвукового датчика с телом. На данный момент известно некоторые 

количество коммерческих разработок хирургических робототехнических систем. Данные си-

стемы ввиду дороговизны и безопасности [6] так ещё и не получили широко распространения. 

Автору данной статьи видеться, что более перспективной областью применения робототех-

нических систем в медицине являются различные малоинвазивные методы диагностики, такие 

как: ультразвук, физиотерапия и реабилитационная медицина. Для таких приложений вопросы 

безопасности менее критичны, а самое главное ожидаемая стоимость таких систем значительно 

ниже, чем для хирургических приложений. Уже существует ряд разработок, где манипулятор 

передвигает ультразвуковой датчик вместо руки врача, но в подавляющем большинстве случаев 

это системы для телемедицины , т.е. врач контролирует движение и усилие прикладываемое к 

ультразвуковому датчику с помощью какой-либо хаптик системы (haptic feedback). 

В данной работе предлагается прототип системы, которая помимо автоматического сбора 

двухмерных ультразвуковых снимков в B-режиме, позволяет осуществлять трёхмерную рекон-

струкцию объекта при линейном паттерне сканирования с помощью робота манипулятора (рис. 

1). 

2. Описание эксперимента 

2.1. Сканирование фантома 

Для эксперимента был изготовлен искусственный фантом на основе желатина, в объём которого 

был погружен объект в форме пирамиды для последующей трёхмерной реконструкции Сбор уль-

тразвуковых снимков по линейному паттерну сканирования, как представлено на рис. 1. Для 

управления манипулятором IRB1600 фирмы ABB используется программа, написанная на языке 

RAPID и осуществляющая линейное сканирование с записью положения ультразвукового дат-

чика на основе показаний энкодеров в файл, для последующей оффлайн обработки и трёхмерной 

                                                      
1* Исследование выполнено при поддержке гранта Российского научного фонда No 24-11-20009. 
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реконструкции. В ходе эксперимента количество полученных снимков порядка сотни, снимки 

отражающие характерную геометрию сечений пирамиды представлены на рис. 2. 

 

 

Рис. 1. Линейный паттерн сканирования (слева) и объект для реконструкции (справа) 

 

Рис. 2. Ультразвуковые снимки пирамиды погруженной в желатин при линейном сканировании 

2.2. Трёхмерная реконструкция 

Трёхмерная реконструкция на основе полученных снимков и их положений в пространстве 

осуществляется с помощью алгоритма шагающих кубов (The Marching Cubes Algorithm), кото-

рый реализован в используемой программе 3D Slicer [7]. Результат реконструкции представлен 

на рис. 4. В качестве валидации адекватности реконструкции проведено сравнение оцененных 

габаритных размеров объекта с его реальными размерами, как видно из сравнения габаритных 

размеров на рис. 1 и рис. 3, достигнута удовлетворительная точность при условии использования 

некалиброванного ультразвукового датчика, что является само по себе отдельной сложной зада-

чей. 

 

Рис. 3. Результат реконструкции с оценками габаритных размеров 
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3. Заключение 

В данной работе предложен подход использования робота-манипулятора для автоматизации 

процесса ультразвукового сканирования, а также показана возможность осуществлять трёхмер-

ную реконструкции на основе двумерных снимков. В медицинской практике для получения трёх-

мерной реконструкции используются специальные механические приспособления для слежения 

за положением датчика, либо используются более дорогие датчики с двухмерной решёткой пье-

зоэлементов, тогда как в предложенном прототипе, положения считываются непосредственно с 

энкодеров манипулятора. Дальнейшее улучшение прототипа предполагает разработку собствен-

ного регулятора для поддержания контакта ультразвукового датчика с поверхностью, чтобы сде-

лать решение независимым от конкретного производителя манипулятора и их проприетарных 

библиотек. 
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ПОСТРОЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО H∞-ОПТИМАЛЬНОГО 

УПРАВЛЕНИЯ ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМОЙ ПО АПРИОРНЫМ 

И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ ДАННЫМ1* 

А.В. Степанов 

Нижегородский государственный архитектурно-строительный университет 

Научно-технологический университет «Сириус» 

В статье рассматривается метод синтеза управления гашения начальных и внешних 

возмущений для дискретных систем с полностью неизвестными параметрами. Пред-

ставленный подход основан на использовании априорных и экспериментальных дан-

ных, что позволяет реализовать обобщенное 𝑯∞-оптимальное управление без постро-

ения математической модели объекта. Применение линейных матричных неравенств 

и техники двойственных систем позволяет находить робастные законы управления. В 

работе приводятся результаты численных экспериментов, демонстрирующие эффек-

тивность метода. 

Ключевые слова: обобщенная 𝑯∞-норма, неопределенность, робастное управление, 

экспериментальные данные, двойственные системы, линейные матричные неравен-

ства. 

 

1. Введение 

В последнее время активные разработки в теории управления направлены на построение 

законов управления для динамических объектов в условиях неопределенности их математиче-

ских моделей, действующих внешних возмущений и неизвестных начальных условий. При таком 

подходе предполагается, что с объектом можно провести серию экспериментов, задавая входные 

воздействия и измеряя выходные переменные. Задача сводится к тому, чтобы на основе получен-

ных измерений и априорных данных, не идентифицируя неизвестные параметры объекта, опре-

делить параметры обратных связей, при которых гарантируется определенное качество управле-

ния. 

В [1] было установлено, что для полной характеризации линейной стационарной динамиче-

ской системы может быть использована единственная траектория, полученная при выполнении 

так называемого условия неисчезающего возбуждения. С учетом этого результата в [3] для объ-

ектов с неизвестными матрицами уравнения динамики состояния и заданными матрицами урав-

нения целевого выхода были предложены варианты прямого синтеза законов управления на ос-

нове экспериментальных данных, в которых выполняется указанное условие. В [4] было пока-

зано, что для построения законов управления по экспериментальным данным достаточно выпол-

нения условия информативности данных по отношению к синтезируемому закону управления, 

которое менее ограничительно по сравнению с условием неисчезающего возбуждения. В [5] по-

строение 𝐻2- и 𝐻∞-оптимальных законов управления полностью неопределенным дискретным 

объектом по измерениям входа и выхода осуществляется на основе матричного варианта  

𝑆-леммы [6], а в [5] – на основе леммы Питерсена [2]. В [8,9,10] параметры обратной связи по 

состоянию находятся на основе априорных данных и измерений входа и выхода дискретного не-

определенного объекта, на который действует неизмеряемое возмущение из определенного 

класса. 

В настоящей работе синтез обобщенных 𝐻∞-оптимальных, обеспечивающих гашение 

начального и/или внешнего возмущения с полностью неизвестными матрицами уравнений дина-

мики состояния и целевого выхода осуществляется на основе априорных и экспериментальных 

данных для дискретных объектов. 

                                                      
1* Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 24-11-20023). 
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2. Постановка задачи 

Рассмотрим дискретную систему следующего вида: 

𝑥(𝑡 + 1) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝑤(𝑡)     
𝑧(𝑡)  =  𝐶 𝑥(𝑡)  +  𝐷 𝑢(𝑡), 

𝑥(0) = 𝑥0 
(2.1) 

где 𝑥(𝑡) ∊ 𝑅𝑛𝑥 – состояние системы, 𝑢(𝑡) ∊ 𝑅𝑛𝑢 – управляющее воздействие, 𝑤(𝑡) ∊ 𝑅𝑛𝑤 – внеш-

ние возмущения, а 𝑧(𝑡) ∊ 𝑅𝑛𝑧 – целевой выход. Матрицы 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 неизвестны. 

Информация о неизвестных параметрах системы (2.1) извлекается из конечного набора из-

мерений ее траектории. Измерения состояния дискретной системы 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑁 и целевого вы-

хода 𝑧0, … , 𝑧𝑁−1 получены при выбранных управлениях 𝑢0, … , 𝑢𝑁−1 и некотором неизвестном 

возмущении 𝑤0, … , 𝑤𝑁−1. Составим матрицы 

Φ = (𝑥0⋯𝑥𝑁−1), Φ+ = (𝑥1⋯𝑥𝑁), 𝑈 = (𝑢0⋯𝑢𝑁−1),  𝑊 = (𝑤0⋯𝑤𝑁−1),  𝑍 = (𝑧0⋯𝑧𝑁−1) 
Для матриц с экспериментальными данными имеет место соотношение 

Φ+ = 𝐴𝑟𝑒𝑎𝑙Φ+ 𝐵𝑟𝑒𝑎𝑙𝑈 +𝑊                                                                    (2.2) 
𝑍 = 𝐶𝑟𝑒𝑎𝑙Φ+ 𝐷𝑟𝑒𝑎𝑙𝑈, 

в которых 𝐴𝑟𝑒𝑎𝑙, 𝐵𝑟𝑒𝑎𝑙, 𝐶𝑟𝑒𝑎𝑙 и 𝐷𝑟𝑒𝑎𝑙 - реальные неизвестные матрицы уравнений системы. 

Обозначим: 

 
и запишем уравнения (2.2) в виде линейной матричной регрессии 

Φ̃ = Δ𝑟𝑒𝑎𝑙Φ̂ + 𝑊̂       (2.3) 

Допустим, что возмущение в эксперименте удовлетворяет условию 

∑ 𝑤(𝑡𝑖)𝑤
T(𝑡𝑖)

𝑁−1
𝑖=0 = 𝑊𝑊T ≤ Ω     (2.4) 

В частности, если возмущение при всех 𝑡 удовлетворяет ограничению ||𝑤(𝑡)||∞ ≤ 𝑑𝑤 для 

некоторого заданного 𝑑𝑤, которое будем называть уровнем возмущения, то Ω = 𝑑𝑤
2 𝑛𝑤𝑁𝐼𝑛𝑥 . 

В случае, когда суммарная энергия возмущения во время эксперимента ограничена 

∑ |𝑤(𝑡𝑖)|
2𝑁−1

𝑖=0 ≤ α2, то Ω = α2𝐼. Если в (2.1) 𝑤(𝑡) = 𝐵𝑣𝑣(𝑡), 𝑣(𝑡) ∈ R
𝑛𝑣  для некоторой матрицы 𝐵𝑣 

и ||𝑣(𝑡)||∞ ≤ 𝑑𝑣, то Ω = 𝑑𝑣
2𝑛𝑣𝑁𝐵𝑣𝐵𝑣

T. 

Из (2.4) следует, что 

𝑊̂𝑊̂𝑇 ≤ (
𝛺 ⋆
0 0

) = 𝛺̂     (2.5) 

Определим множество Δ𝑝 матриц Δ порядка (𝑛𝑥 + 𝑛𝑧) × (𝑛𝑥 + 𝑛𝑢), которые могли бы гене-

рировать полученные в эксперименте матрицы Φ, Φ+ и 𝑍 при выбранных управлениях 𝑈 и неко-

торых допустимых возмущениях 𝑊, удовлетворяющих ограничению (2.4). Для этих матриц ра-

венство Φ̃ = ΔΦ̂ + 𝑊̂ должно выполняться при некоторой 𝑊̂, удовлетворяющей (2.5). Следова-

тельно, 

Δ𝑝 = {Δ: Φ̃ = ΔΦ̂ + 𝑊̂, 𝑊̂𝑊T̂ ≤ Ω̂} 

и Δ ∈ Δ𝑝 тогда и только тогда, когда 

(Φ̃ − ΔΦ̂)(Φ̃ − ΔΦ̂)
T
≤ Ω̂      (2.6) 

Очевидно, что Δ𝑟𝑒𝑎𝑙 ∈ Δ𝑝.  

Для дальнейшего применения представим последнее неравенство в виде 

(Δ 𝐼𝑛𝑥+𝑛𝑧)Ψ1(Δ 𝐼𝑛𝑥+𝑛𝑧)
T
≤ 0,    (2.7) 

где симметрическая матрица Ψ1 порядка 2𝑛𝑥 + 𝑛𝑢 + 𝑛𝑧 разбивается на блоки соответствующего 

порядка и вычисляется следующим образом: 

 

(2.8) 
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Таким образом, множество матриц Δ, согласованных с полученными экспериментальными 

данными, удовлетворяет неравенству (2.7). 

Стоит отметить, что при невырожденности информационной матрицы “размер”' множества 

Δ𝑝 определяется матрицами регрессоров Φ̂ и в конечном итоге зависит от реального объекта, 

выбираемых в эксперименте управлений 𝑈 и возмущений 𝑊. 

Далее, пусть имеется дополнительная информация о том, что неизвестная матрица Δ𝑟𝑒𝑎𝑙 удо-

влетворяет ограничению 

(Δ − Δ∗)(Δ − Δ∗)
T ≤ ρ2𝐼,  Δ∗ = (

A∗ B∗
C∗ D∗

)  =  (
Δ∗
(1)

Δ∗
(2)
)     (2.9) 

в котором Δ∗ и ρ – заданные матрица и параметр, характеризующие центр и размер области не-

определенности. Запишем это неравенство в виде 

(Δ 𝐼𝑛𝑥+𝑛𝑧)Ψ2(Δ 𝐼𝑛𝑥+𝑛𝑧)
T
≤ 0,    (2.10) 

где 

 
 

Обозначим: Δ𝑎 – множество матриц, которые удовлетворяют неравенству (2.10), и  

Δ𝑠𝑒𝑡 = Δ𝑝⋂Δ𝑎 – множество матриц, которые удовлетворяют неравенствам (2.7) и (2.10). 

Качество системы (2.1) при заданной матрице Δ, замкнутой управлением вида линейной ста-

ционарной обратной связи по состоянию 𝑢(𝑡) = Θ𝑥(𝑡), будем оценивать уровнем гашения внеш-

него и начального возмущений, т.е. обобщенной 𝐻∞-нормой 

 
где 𝑅 = 𝑅T > 0 - весовая матрица, ||ξ||2 = ∑ |ξ(𝑡)|2∞

𝑡=0 . 

При отсутствии внешнего возмущения, т.е. при 𝑤(𝑡) ≡ 0, обобщенная 𝐻∞ - норма прини-

мает вид так называемой γ0-нормы 

 
которая характеризует “наихудшее” значение квадратичного функционала на траекториях си-

стемы, когда начальное состояние принадлежит эллипсоиду 𝑥T𝑅−1𝑥 ≤ 1. 

Если начальное состояние нулевое, то обобщенная 𝐻∞- норма (при 𝑅 → 0) превращается в 

обычную 𝐻∞ -норму 

 
Качество неопределенной системы (2.1), замкнутой управлением вида 𝑢(𝑡) = Θ𝑥(𝑡), будем 

оценивать минимальной верхней границей уровня гашения внешнего и начального возмущений, 

т.е. минимальной верхней границей обобщенной 𝐻∞ - нормы для всех матриц объекта, согласо-

ванных с экспериментальными и априорными данными: 

 
Робастное обобщенное 𝐻∞-оптимальное управление определяется как управление с матри-

цей параметров Θ∗, при которой достигается минимальное значение этой границы, которая явля-

ется решением минимаксной задачи 
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Задача заключается в том, чтобы, не имея и не строя математическую модель системы, син-

тезировать робастное обобщенное 𝐻∞-оптимальное управление с матрицей параметров Θ, при 

которой обобщенная 𝐻∞-норма замкнутой системы для всех объектов, матрицы которых согла-

сованы с полученными экспериментальными данными, ограничена заданной константой, т.е. 

γ∗(Θ) < γ. 

3. Обобщенная 𝑯∞-норма в терминах двойственной системы 

Обобщенная 𝐻∞-норма от входа 𝑣 к выходу 𝑧 

 
устойчивой дискретной системы 

𝑥(𝑡 + 1) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑣(𝑡), 
(3.2) 

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) 
удовлетворяет условию γ𝑔∞ < γ тогда и только тогда, когда разрешимы относительно матрицы 

𝑌 = 𝑌T > 0 следующие линейные матричные неравенства: 

 
Неравенство (3.3) означает, что для положительно определенной функции 𝑉(𝑥) = 𝑥T𝑌−1𝑥 с 

𝑌 > γ−2𝑅 в силу системы (3.2) выполняется неравенство 

  Δ𝑉(𝑥) + |𝑧|2 − γ2|𝑣|2 < 0 ∀ 𝑥, 𝑣 (3.4) 

Обобщенную 𝐻∞-норму системы (3.2) можно характеризовать в терминах двойственной си-

стемы, поскольку она удовлетворяет условию γ𝑔∞ < γ тогда и только тогда, когда существует 

положительно определенная квадратичная форма 𝑉𝑎(𝑥𝑎) = 𝑥𝑎
T𝑃𝑥𝑎 с 𝑃 > 𝑅, для которой по тра-

ектории двойственной системы 

𝑥𝑎(𝑡 + 1) = 𝐴
T𝑥𝑎(𝑡) + 𝐶

T𝑣𝑎(𝑡),     (3.5) 

𝑧𝑎(𝑡) = 𝐵
T𝑥𝑎(𝑡) 

выполняется неравенство 

Δ𝑉𝑎(𝑥𝑎(𝑡)) + |𝑧𝑎(𝑡)|
2 − γ2|𝑣𝑎(𝑡)|

2 < 0.   (3.6) 

4. Синтез обобщенных 𝑯∞-оптимальных законов управления 

Опишем основные шаги получения верхней границы обобщенной 𝐻∞-нормы и соответству-

ющих матриц параметров Θ законов управления для неопределенной замкнутой системы 

𝑥(𝑡 + 1) = (𝐴 + 𝐵Θ)𝑥(𝑡) + 𝑤(𝑡),    (4.1) 

𝑧(𝑡) = (𝐶 + 𝐷Θ)𝑥(𝑡) 
Предполагая, что параметры Θ выбраны так, что замкнутая система устойчива, и учитывая 

введенные обозначения, представим эти уравнения в виде 

 
где Δ – неизвестная (𝑛𝑥 + 𝑛𝑧) × (𝑛𝑥 + 𝑛𝑢)-матрица, Θ - (𝑛𝑢 × 𝑛𝑥)  – матрица параметров регуля-

тора. 

Уравнения двойственной дискретной системы имеют вид 
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Рассмотрим систему, которую назовем расширенной, с дополнительными искусственными 

входом 𝑤Δ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑙2) и выходом 𝑧Δ(𝑡), определяемую уравнениями 

 
в которых 𝑥(𝑡) – состояние, 𝑤̂(𝑡) – возмущение, 𝑧̂(𝑡) – целевой выход. Заметим, что при  

𝑤Δ(𝑡) = Δ
T𝑧Δ(𝑡) уравнения (4.4) совпадают с уравнениями системы (4.3). Допустим, что допол-

нительные входной и выходной сигналы в системе (4.4) при всех 𝑡 ≥ 0 удовлетворяют двум не-

равенствам 

 
где матрицы Ψ1 и Ψ2 заданы в (2.8) и (2.11). 

Множество всех таких сигналов 𝑤Δ(𝑡) обозначим через 𝑊Δ. При 𝑤Δ(𝑡) = Δ
T𝑧Δ(𝑡) для всех 

Δ ∈ Δ𝑠𝑒𝑡, как следует из (2.7) и (2.10), выполняются неравенства 

 
Таким образом, 𝑤Δ(𝑡) = Δ

T𝑧Δ(𝑡) ∈ 𝑊Δ и, следовательно, система (4.3) с Δ ∈ Δ𝑠𝑒𝑡, двойствен-

ная исходной неопределенной системе, “погружена” в расширенную систему (4.4), (4.5). С уче-

том леммы 3.1. [9] это позволяет получить верхнюю границу обобщенной 𝐻∞-нормы неопреде-

ленной системы, используя соответствующее свойство расширенной системы. 

Как показано в Теореме 4.1 [9] верхняя граница обобщенной 𝐻∞-нормы неопределенной дис-

кретной системы (2.1) при законе управления 𝑢(𝑡) = Θ𝑥(𝑡), где Θ = 𝑄𝑃−1, меньше γ, если сле-

дующие линейные матричные неравенства разрешимы относительно 𝑃 = 𝑃T > 0, 𝑄, μ1 ≥ 0 и 

μ2 ≥ 0 

 
где 𝑃 > 𝑅, 

Ξ11
(1) = Φ+Φ+

T − Ω,  Ξ21
(1) = 𝑍Φ+

T ,   Ξ22
(1) = 𝑍𝑍T, 

Ξ31
(1) = −ΦΦ+

T ,        Ξ32
(1) = −Φ𝑍T,  Ξ33

(1) = ΦΦT, 

Ξ41
(1) = −𝑈Φ+

T ,        Ξ42
(1) = −𝑈𝑍T,   Ξ43

(1) = 𝑈ΦT,  Ξ44
(1) = 𝑈𝑈T, 
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Ξ11
(2)
= Δ∗

(1)
Δ∗
(1)T

− ρ2𝐼𝑛𝑥,  Ξ21
(2)
= Δ∗

(2)
Δ∗
(1)T

,             Ξ22
(2)
= Δ∗

(2)
Δ∗
(2)T

− ρ2𝐼𝑛𝑧, 

Ξ31
(2)
= −𝐴∗

T,  Ξ32
(2)
= −𝐶∗

T,  Ξ33
(2)
= 𝐼𝑛𝑥, 

Ξ41
(2)
= −𝐵∗

T,  Ξ42
(2)
= −𝐷∗

T,  Ξ43
(2)
= 0𝑛𝑢×𝑛𝑥,  Ξ44

(2)
= 𝐼𝑛𝑢. 

5. Иллюстративный пример 

Для иллюстрации метода был проведен численный эксперимент с дискретной системой пя-

того порядка, 𝑛𝑥 = 5 с двумя управлениями 𝑛𝑢 = 2, возмущением при 𝑛𝑤 = 5 и двумя целевыми 

выходами 𝑛𝑧 = 2 с матрицами, каждый элемент которых был выбран случайно на интервале 

[−1,1]. Таким образом, система содержит 49 неизвестных параметров. В эксперименте были из-

мерены состояния системы при различных входных воздействиях и уровнях возмущений.  В экс-

перименте начальные условия и компоненты вектора управления выбирались случайно на ин-

тервале [−1,1], а возмущение - также случайно на интервале [−𝑑, 𝑑]. Было сделано 𝑁 = 50 из-

мерений. Весовая матрица начального возмущения имеет вид 𝑅 = 0,01𝐼5. 

 

Рис. 1. Оценки обобщенной 𝐻∞-нормы 

На рис. 1 приведены три гарантированные оценки обобщенной 𝐻∞-нормы, полученные 

только по априорной информации, только по экспериментальным данным и совместно по апри-

орной информации и экспериментальным данным в зависимости от уровня возмущения 𝑑 в экс-

перименте. Априорная информация состояла в том, что неизвестные матрицы системы удовле-

творяют условию (2.9), в котором ρ = 0,1 и 𝐴∗ = 𝐴𝑟𝑒𝑎𝑙 + (ρ/2)𝐼, 𝐵∗ = 𝐵𝑟𝑒𝑎𝑙, 𝐶∗ = 𝐶𝑟𝑒𝑎𝑙,  
𝐷∗ = 𝐷𝑟𝑒𝑎𝑙. 

Полученные результаты говорят о том, что гарантированные оценки норм замкнутой не-

определенной системы, синтезированной при использовании как априорных, так и эксперимен-

тальных данных, начиная с некоторого уровня возмущений в эксперименте значительно меньше 

соответствующих оценок норм замкнутой системы при управлениях, синтезированных только 

по априорным или только по экспериментальным данным. 

Таким образом, результаты эксперимента показали, что использование как априорных, так 

и экспериментальных данных позволяет синтезировать управление, которое существенно сни-

жает уровень возмущений по сравнению с подходами, основанными только на одном из этих 

источников данных. 

6. Заключение 

Представлен метод синтеза обобщенного 𝐻∞-оптимального управления для дискретных си-

стем в условиях неопределенности. Он позволяет реализовать робастное управление на основе 

априорных и экспериментальных данных без необходимости точного знания модели системы. 
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Данный подход с использованием линейных матричных неравенств может быть успешно приме-

нен в различных областях, где системы подвержены внешним возмущениям и имеют неопреде-

ленные параметры. Иллюстративный пример со случайно сгенерированным объектом пятого по-

рядка демонстрирует, что при совместном применении априорных и экспериментальных данных 

качество системы управления значительно улучшается. 
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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ ПО АНАЛИЗУ 

ХАРАКТЕРИСТИК ХАОСА ДЛЯ КОНКРЕТНЫХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

С.Н. Стребуляев, Сингх Дхананджай, А.Д.Черепанов 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

Проводится компьютерное исследование устойчивости электромеханической системы 

электропривода и расчет робастной устойчивости колебаний переднего колеса трехко-

лесного шасси самолета. Рассматривается типовая структурная схема системы элек-

тропривода, построены границы областей устойчивости в плоскостях различных ее па-

раметров. Рассматриваются также математические модели динамических систем, опи-

сывающих явление хаоса, приведенные в работах   Лоренца и Дуффинга Приведены 

результаты компьютерного моделирования по схемам качественной теории динамиче-

ских систем. Определяются состояния равновесия, строится глобальная структура фа-

зового пространства и анализируются результаты многофакторного вычислительного 

эксперимента с целью определения областей возникновения хаоса. 

Ключевые слова: математическая модель, адекватность, компьютерные технологии, 

хаос, электропривод. 

 

1. Введение 

В настоящее время при исследовании, в том числе и устойчивости, конкретных динамиче-

ских систем получило широкое распространения методология математического моделирования 

и вычислительного эксперимента [1]. Эта методология охватывает многие сферы, от разработки 

комплексов технических систем и управления ими до анализа сложных технических, экономи-

ческих, биологических и ряда других систем и процессов. Математическое моделирование раз-

вивается в недрах фундаментальных наук: механики и физики, которые отличают наивысший 

уровень теоретических исследований. При исследовании ряда новых процессов и систем необ-

ходимо построение адекватных математических моделей и проведение расчетов на ЭВМ, то есть 

проведение поискового вычислительного эксперимента. Вопрос об адекватности математиче-

ской модели является очень важным, требующем высокой квалификации исследователей. Ана-

лиз адекватности математической модели реальному изучаемому объекту или процессу должен 

включаться в алгоритм и разрабатываемое программное обеспечение Динамика роста вычисли-

тельных возможностей современных компьютеров достаточно высока и позволяет надеяться на 

успешное решение все более сложных задач. 

2. Робастная устойчивость системы электропривода 

Из анализа структурных схем электроприводов была получена обобщенная схема исследуе-

мой динамической системы. Ввиду сложности и громоздкости символьных преобразований, свя-

занных с получением уравнений движения, характеристических уравнений и получением обла-

стей устойчивости было принято решение об использовании системы аналитических вычисле-

ний (САВ) Maple. Были получены аналитические выражения главной передаточной функции и 

характеристического уравнение вида: 

𝑄6(𝑝) = 𝑞0𝑝6 + 𝑞1𝑝5 + 𝑞2𝑝4 + 𝑞3𝑝3 + 𝑞4𝑝2 + 𝑞5𝑝1 + 𝑞6 = 0 

где 

𝑞0 = 𝑇5𝑏2𝑑3𝑇2𝑇4; 

𝑞1 = 𝑇5𝑏2𝑑3𝑇4 + 𝑇5𝑏1𝑑3𝑇2𝑇4 + 𝑇5𝑏2𝑑2𝑇2𝑇4 + 𝑇5𝑏2𝑑3𝑇2; 
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𝑞2 = 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏2𝑑3𝑇2 + 𝑇5𝑏1𝑑3𝑇2 + 𝑇5𝑏1𝑑2𝑇2𝑇4 + 𝑇5𝑏2𝑑1𝑇2𝑇4 + 𝑇5𝑏2𝑑3 + 𝑇5𝑏2𝑑2𝑇2 + 
𝑇5𝑏1𝑑3𝑇4 + 𝑇5𝑏2𝑑2𝑇4; 

𝑞3 = 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏1𝑑3𝑇2 + 𝑇5𝑏1𝑑2𝑇4 + 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏2𝑑2𝑇2 + 𝐾1𝑇1𝑇3𝑇5𝑐2𝑏2 + 𝑇5𝑏2𝑑1𝑇4 + 
𝑇5𝑏1𝑑2𝑇2 + 𝑇5𝑏2𝑑1𝑇2 + 𝑇5𝑏2𝑑2 + 𝑇5𝑏1𝑑3 + 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏2𝑑3 + 𝑇5𝑏1𝑑1𝑇2𝑇4; 

𝑞4 = 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏1𝑑2𝑇2 + 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏1𝑑3 + 𝑇5𝑏1𝑑2 + 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏2𝑑2 + 𝐾2𝐶𝑚𝑇1𝑇3𝑎2𝑐2 + 
𝑇5𝑏1𝑑1𝑇4 + 𝑇5𝑏1𝑑1𝑇2 + 

𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏2𝑑1𝑇2 + 𝐾1𝑇1𝑇3𝑇5𝑐1𝑏2 + 𝐾1𝑇1𝑇3𝑇5𝑐2𝑏1 + 𝑇5𝑏2𝑑1; 

𝑞5 = 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏2𝑑1 + 𝐾2𝐶𝑚𝑇1𝑇3𝑎1𝑐2 + 𝑇5𝑏1𝑑1 + 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏1𝑑1𝑇2 + 𝐾1𝑇1𝑇3𝑇5𝑐1𝑏1 + 
𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏1𝑑2 + 𝐾2𝐶𝑚𝑇1𝑇3𝑎2𝑐1; 

𝑞6 = 𝐶𝑚𝐾2𝑇1𝑇3𝑎1𝑐1 + 𝐶𝑒𝐶𝑚𝑇3𝑏1 𝑑1; 

В дальнейшем, с помощью разработанного программного обеспечения, был проведен мно-

гофакторный вычислительный эксперимент по анализу границ областей устойчивости (с исполь-

зованием режима анимации) в плоскостях различных параметров рассматриваемой динамиче-

ской системы (рис. 1).  

 

Рис. 1. Границы областей устойчивости в плоскости параметров (К1, К2) для разных значений 𝑇5 

3. Колебания передней стойки шасси самолета (шимми) 

Для расчета устойчивости переднего колеса трехколесного шасси самолета были рассмот-

рены результаты теоретических исследований ряда Российских ученых: Келдыша М.В., Гоздека 

В.С., Неймарка Ю.И., Фуфаева Н.А., Журавлева В.Ф., Климова Д.М. и других. В настоящей ра-

боте используется математическая модель, приведенная в работе [2]. 

Подставляя выражения для потенциальной, кинетической энергий и функции рассеивания, 

согласно [2], в уравнение Лагранжа получаем следующие уравнения движения, с учетом него-

лономных связей 

{
Aφ̈ + [k +  ρN +  lN(σ −  1)]ψ +  Dθ̈ +  Cωθ̇ −  cNθ − (la +  σN)ξ =  0

Dψ̈ −  Cωψ̇ −  cN(σ −  1)ψ +  Bθ̈ +  hθ̇ −  caξ −  βφ =  0
 

{
ψ̇ +  cθ̇ +  ξ̇ +  Vθ +  Vφ =  0

θ̇  +  φ̇ −  αVξ +  βVφ −  γVψ =  0
 

В дальнейшем в полученном характеристическом уравнении проводился переход от размер-

ных параметров к безразмерным 𝑟𝑖 и построение границ областей устойчивости в каждой паре 

плоскостей этих параметров. В каждой плоскости параметров определялся минимальный радиус 

окружности с центром в некотором номинальном значении параметров, таким образом, чтобы все 

точки внутри этой окружности лежали в области устойчивости. Наименьший из полученных ра-

диусов и объявлялся радиусом робастной устойчивости (рис. 2). 
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Рис. 2. Интерфейс разработанного программного обеспечения 

4. Хаотические режимы в модели Лоренца 

На следующем этапе рассматривается общеизвестная модель Лоренца [3], в виде системы 

трех нелинейных дифференциальных уравнений: 

{
𝑥̇ = 𝜎(𝑦 − 𝑥)
𝑦̇ = 𝑟𝑥 − 𝑦 − 𝑥𝑧
𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧

 

В дальнейшем определяются состояния равновесия в количестве трех (при r>1) и одном (при r<1). 

На базе этих зависимостей создано универсальное программное обеспечение. Основными этапами рас-

четов являются: вычисление состояний равновесия, построение интегральных кривых и фазового порт-

рета относительно каждого из состояний равновесия и построение глобальной структуры фазового 

пространства (рис. 3). Также реализован алгоритм, позволяющий при изменении трех параметров си-

стемы, определять наличие или отсутствие хаоса (рис. 4). В процессе компьютерного моделирования 

используются возможности САВ Maple в области численного решения систем нелинейных дифферен-

циальных с визуализацией результатов расчетов и виде графиков в режиме анимации. 

 

Рис. 3. Глобальная структура фазового пространства 
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Рис. 4. Области наличия и отсутствия хаоса при изменении параметров r, σ, b 

5. Хаотические режимы в модели Дуффинга 

Нелинейный осциллятор, описываемый уравнением Дуффинга и находящийся под дей-

ствием гармонической внешней силы, содержащий, в общем случае, постоянную составляющую: 

𝑥̈ + 𝛼𝑥̇ + 𝑘𝑥 + 𝛾𝑥3 = 𝐵0 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡. 
Для уравнения рассматриваются различные виды упругих характеристик: мягкая  

(𝑘 > 0, 𝛾 < 0), жесткая (𝑘 > 0, 𝛾 > 0), с нулевой (𝑘 = 0, 𝛾 > 0) и отрицательной (𝑘 < 0, 𝛾 > 0) 

линейной жесткостью. 

Как при мягкой, так и при жесткой упругой характеристике хаотические колебания суще-

ствуют при достаточно большой амплитуде внешней силы в интервале частот 𝜔, где соответ-

ствующая амплитудно-частотная характеристика неоднозначна. 

 

Рис. 5. График 𝑥(𝑡)  при параметрах: 𝛼 = 0.1; 𝑘 = −1;  𝛾 = 1; 𝐵0 = 0; 𝐵 = 0.3;  𝜔 = 1.4 

 

Рис. 6. График 𝑥(𝑡)  при параметрах: 𝛼 = 0.1; 𝑘 = −1;  𝛾 = 1; 𝐵0 = 0; 𝐵 = 0.3;  𝜔 = 1.4 
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Рис. 7. Фазовый портрет при параметрах: 𝛼 = 0.1; 𝑘 = −1;  𝛾 = 1; 𝐵0 = 0; 𝐵 = 0.3;  𝜔 = 1.4 

6. Заключение 

В рассмотренной работе приведены результаты математического моделирования и расчета 

характеристик устойчивости колебаний в технических системах- системе электропривода и 

шимми переднего колеса трехколесного шасси самолета. Рассмотрение указанных систем прово-

дилось в полной мере с учетом всех их характеристик без каких-либо упрощений. Использование 

САВ Maple для достижения результатов исследования показало эффективность этого программ-

ного обеспечения. С использованием теоретического материала и адекватных математических 

моделей, приведенных в работах известных Российских ученых, в сочетании с появившимися 

возможностями вычислительной техники и программного обеспечения удалось получить новые 

научные результаты 
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РОСТ МИНОРОВ РАНГОВОГО ПОРЯДКА МАТРИЦЫ 

ОГРАНИЧЕНИЙ ТРЕХИНДЕКСНОЙ ПЛАНАРНОЙ 

ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ 

Е.Б. Титова 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

Для матрицы Т, где Т – матрица ограничений трехиндексной планарной транспортной 

задачи, проведено сравнение роста среднего значения суммы квадратов миноров ран-

гового порядка базисной системы строк матрицы Т и базисной системы столбцов мат-

рицы Т. 

Ключевые слова: трехиндексная планарная транспортная задача, асимптотика среднего 

значения квадрата минора, миноры рангового порядка. 

 

1. Введение 

Пусть ℚ− поле рациональных чисел, ℚ𝑛 − линейное пространство столбцов с компонен-

тами из ℚ, а ℤ𝑛 − столбцы из ℚ𝑛 с целочисленными компонентами. Для (𝑚 × 𝑛)-матрицы 𝐴 с 

элементами из ℚ обозначим через 𝐿𝐴 = {𝑢 ∈ ℚ
𝑚|𝑢𝐴 = 0} левое нуль-пространство матрицы 𝐴, а 

через 𝐿 − какой-нибудь его базис. Можно считать, что 𝐿 − целочисленная (𝑚 − 𝑟 × 𝑚)-матрица, 

где 𝑟 − ранг матрицы 𝐴. Множество 𝐿𝐴
𝑍 = 𝐿𝐴 ∩ ℤ

𝑚 назовем левым модулем матрицы 𝐴. Множе-

ство целочисленных линейных комбинаций строк матрицы 𝐿 содержится в 𝐿𝐴
𝑍, но, вообще говоря, 

с ним не совпадает. Это выполняется тогда и только тогда, когда матрица 𝐿 унимодулярна (т.е. 

НОД базисных миноров равен 1). В этом случае 𝐿 будем называть базисом левого модуля мат-

рицы 𝐴. Аналогично определим правое нуль-пространство 𝑅𝐴 = {𝑥 ∈ ℚ
𝑛|𝐴𝑥 = 0} и правый мо-

дуль 𝑅𝐴
𝑍 = 𝑅𝐴 ∩ ℤ

𝑛 матрицы 𝐴.  

Известно, что если матрица 𝐴 содержит базисную систему столбцов 𝐴ℬ (|ℬ| = 𝑟), содержа-

щую базисный минор, равный 1, то (см., например, [1]) |dⅇt𝐴ℬ(𝒥)| = | dⅇt 𝐿𝐴
𝑍(𝒥̅)|, где 𝒥̅ − мно-

жество, дополнительное к 𝒥. Аналогично, для базисной системы строк 𝐴𝒜  (|𝒜| = 𝑟): 
|dⅇt 𝐴𝒜(𝒥)| = | dⅇt 𝑅𝐴

𝑍(𝒥̅)|. Таким образом, количественный анализ базисных миноров матриц 

𝐴ℬ и 𝐿𝐴
𝑍, 𝐴𝒜 и 𝑅𝐴

𝑍 равносилен. 

В данной работе для матрицы ограничений трехиндексной планарной транспортной задачи 

Т проведено сравнение роста среднего значения суммы квадратов миноров рангового порядка 

базисной системы её строк матрицы Т𝒜 и базисной системы столбцов матрицы Тℬ. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим ограничения-равенства планарной трехиндексной транспортной задачи (см., 

например, [2]) с неизвестными 𝑥𝑗1𝑗2𝑗3 ≥ 0 (𝑗𝑖 = 1,… , 𝑛𝑖 при 𝑖 = 1, 2, 3): 

∑ 𝑥𝑗1𝑗2𝑗3 =

𝑛1

𝑗1=0

 𝑏0𝑗2𝑗3 , 

∑ 𝑥𝑗1𝑗2𝑗3 =

𝑛2

𝑗2=0

 𝑏𝑗10𝑗3 ,                                                                    

∑ 𝑥𝑗1𝑗2𝑗3 =

𝑛3

𝑗3=0

 𝑏𝑗1𝑗20, 

и обозначим через 𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) ее матрицу.  

Из [3] следует, что матрицу 𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) можно представить в виде строчечных блоков: 
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𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (

𝐼𝑛1 × 𝐸𝑛2 × 𝐸𝑛3
𝐸𝑛1 × 𝐼𝑛2 × 𝐸𝑛3
𝐸𝑛1 × 𝐸𝑛2 × 𝐼𝑛3

), 

где 𝐴 × 𝐵 − кронекерово произведение матриц 𝐴 и 𝐵 (определение и свойства см., например, в 

[4]), 𝐸𝑛 − единичная матрица 𝑛-го порядка, 𝐼𝑛 = (1,… , 1) − 𝑛-мерная строка, все компоненты 

которой равны 1.  

Матрица 𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) имеет число столбцов 𝑁𝑇 = 𝑛1𝑛2𝑛3, число строк 𝑀𝑇 = 𝑛1𝑛2 + 𝑛1𝑛3 +
𝑛2𝑛3 и ранг 𝑟𝑇 = 𝑛1𝑛2 + 𝑛1𝑛3 + 𝑛2𝑛3 − 𝑛1 − 𝑛2 − 𝑛3 + 1. Матрица 𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) содержит базис-

ную систему строк 𝑇𝒜  (|𝒜| = 𝑟), имеющую минор порядка 𝑟, равный 1. Аналогично можно вы-

делить базисную систему столбцов 𝑇ℬ (|ℬ| = 𝑟), имеющую минор порядка 𝑟, равный 1. 

3. Основные результаты 

Рассмотрим левое нуль-пространства матрицы 𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3).  
В [1] дано описание построения левого нуль-пространства. Следуя ему, матрицу 

𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) можно представить в блочном виде: 

𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (

𝐼1 × 𝐼𝑛2 × 𝐸𝑛3 −𝐼𝑛1 × 𝐼1 × 𝐸𝑛3 0𝑛3×𝑛1𝑛2
𝐼1 × 𝐸𝑛2 × 𝐼𝑛3 0𝑛2×𝑛1𝑛3 −𝐼𝑛1 × 𝐸𝑛2 × 𝐼1
0𝑛1×𝑛2𝑛3 𝐸𝑛1 × 𝐼1 × 𝐼𝑛3 −𝐸𝑛1 × 𝐼𝑛2 × 𝐼1

), 

где 0𝑚×𝑛 − нулевая (𝑚 × 𝑛)-матрица. 

Непосредственно перемножая матрицы, получаем, что 𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) ∙  𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = 0.  
Матрица 𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) имеет число строк 𝑀𝐿 = 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3, число столбцов 𝑁𝐿 = 𝑛1𝑛2 +

𝑛1𝑛3 + 𝑛2𝑛3 и имеет размерность 𝑑𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = 𝑀𝑇 − 𝑟𝑇 = 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 − 1. Она представ-

ляет собой матрицу инцидентности полного ориентированного графа, следовательно, вполне 

унимодулярна.  

Пусть 𝑄𝑛
∗ = (

1 … 1
−1 … 0
   ⋮   ⋱ ⋮
  0  … −1

) = (
𝐼𝑛−1
−𝐸𝑛−1

) − матрица 𝑛 × (𝑛 − 1) порядка. 

Теорема 1. Базис собственных векторов матрицы 𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)  ∙ 𝐿
𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) составляют 

следующие столбцовые блоки матрицы 𝑉: 

𝑣1 = (−𝐼𝑛3×1 | 𝐼𝑛2×1 |−𝐼𝑛1×1 )
𝑇
, 

𝑣2 = (𝑄𝑛3
∗ |0𝑛2×𝑛3−1| 0𝑛1×𝑛3−1)

𝑇
, 

𝑣3 = (0𝑛3×𝑛2−1|𝑄𝑛2
∗  | 0𝑛3×𝑛1−1)

𝑇
, 

𝑣4 = (0𝑛3×𝑛1−1| 0𝑛2×𝑛1−1 |𝑄𝑛1
∗ )

𝑇
,  

𝑣5 = {(𝑛1𝐼𝑛3×1  | 0𝑛2×1 | − 𝑛3𝐼𝑛1×1 )
𝑇 , ( 0𝑛3×1| 𝑛1𝐼𝑛2×1 | 𝑛2𝐼𝑛1×1 )

𝑇
} . 

Им соответствуют собственные числа 𝜆1 = 0, 𝜆2 = 𝑛1 + 𝑛2 кратности (𝑛3 − 1),  
𝜆3 = 𝑛1 + 𝑛3 кратности (𝑛2 − 1), 𝜆4 = 𝑛2 + 𝑛3 кратности (𝑛1 − 1) и 𝜆5 = 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3  
кратности 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выпишем матрицу 𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)  ∙ 𝐿
𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3): 

𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)  ∙ 𝐿
𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = (

(𝑛1 + 𝑛2)𝐸𝑛3 𝐼𝑛3×𝑛2 −𝐼𝑛3×𝑛1
𝐼𝑛2×𝑛3 (𝑛1 + 𝑛3)𝐸𝑛2 𝐼𝑛2×𝑛1
−𝐼𝑛1×𝑛3 𝐼𝑛1×𝑛2 (𝑛2 + 𝑛3)𝐸𝑛1

), 

где 𝐼𝑛×𝑚 − (𝑛 ×𝑚)-матрица, все компоненты которой равны 1. 

Непосредственной проверкой получим, что (𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)  ∙ 𝐿
𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3))𝑉 = 𝑉Λ, где Λ =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, … , 𝜆5). 
Выделим в матрице 𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) базисную систему столбцов 𝑇ℬ (|ℬ| = 𝑟), а в матрице 

𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) базисную систему строк 𝐿ℬ̅. 

Для построения базиса левого модуля 𝐿𝑇
𝑍  достаточно удалить любую из строк матрицы 

𝐿(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3), тогда получим матрицу 𝐿ℬ̅. 

Следствие 1. Определитель Грама матрицы 𝐿ℬ̅ равен 
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𝑑𝑒𝑡(𝐿ℬ̅  ∙ (𝐿ℬ̅)
𝑇) = (𝑛1 + 𝑛2)

𝑛3−1 ∙ (𝑛1 + 𝑛3)
𝑛2−1 ∙ (𝑛2 + 𝑛3)

𝑛1−1 ∙ (𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3)
2.       (1) 

Обозначим среднее значение квадрата минора рангового порядка матрицы 𝑇ℬ через  

𝛿ℬ(𝑛) = dⅇt ((𝑇
ℬ)
𝑇
∙  𝑇ℬ) / (

𝑀

𝑟
).                                                                 (2) 

Очевидно, что 𝐿ℬ̅ ∙ 𝑇 = 0 ⇔ 𝐿ℬ̅ ∙  𝑇
ℬ = 0. Известно [1], что  

| dⅇt((𝑇ℬ)
𝑇
∙  𝑇ℬ)| = | dⅇt(𝐿ℬ̅  ∙ (𝐿ℬ̅)

𝑇)| . 

Поэтому для исследования поведения 𝛿ℬ используем значение определителя Грама мат-

рицы 𝐿ℬ̅. 
Теорема 2. При 𝑛 → ∞ среднее значение квадрата минора рангового порядка базисной си-

стемы столбцов 𝑇ℬ матрицы ограничений трехиндексной планарной транспортной задачи  

𝛿ℬ(𝑛)~√2𝜋(3𝑛 − 1) (
2

𝑒
)
3𝑛−1

.                                                               (3)  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Величину (𝑀
𝑟
) = ( 𝑀

𝑀−𝑟
) =

3𝑛2∙(3𝑛2−1)∙…∙(3𝑛2−3𝑛+2)

(3𝑛−1)!
 оценим следующим 

образом: 

(3𝑛2 − 3𝑛 + 2)3𝑛−1

(3𝑛 − 1)!
< (

𝑀

𝑀 − 𝑟
) <

(3𝑛2)3𝑛−1

(3𝑛 − 1)!
. 

Оценив по формуле Стирлинга (3𝑛 − 1)!~√2𝜋(3𝑛 − 1) (
3𝑛−1

𝑒
)
3𝑛−1

 , получаем при  𝑛 → ∞  

(
𝑀

𝑀 − 𝑟
)~

1

√2𝜋(3𝑛 − 1)
 ∙ (

3𝑛2

3𝑛 − 1
 𝑒)

3𝑛−1

~
1

√2𝜋(3𝑛 − 1)
 ∙ (𝑛 ∙ 𝑒)3𝑛−1. 

При 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 𝑛 из формулы (1) следует 

dⅇt( 𝐿ℬ̅  ∙ (𝐿ℬ̅)
𝑇) = 9 ∙ 23(𝑛−1) ∙ 𝑛3𝑛−1. 

Подставляя в (2) оценку величины (𝑀
𝑟
) и значение определителя, получаем утверждение тео-

ремы. 

Следствие 2. Среднее значение квадрата минора базисной системы столбцов матрицы 

ограничений трехиндексной планарной транспортной задачи при 𝑛 → ∞ стремится к 0 с экспо-

ненциальной скоростью. 

 

Рассмотрим правое нуль-пространство матрицы 𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3). Оно имеет размерность 

𝑑𝑅(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) = 𝑁𝑇 − 𝑟𝑇 = 𝑛1𝑛2𝑛3 − 𝑛1𝑛2 − 𝑛1𝑛3 − 𝑛2𝑛3 + 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 − 1.  
Выделим в матрице 𝑇(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) базисную систему строк 𝑇𝒜  (|𝒜| = 𝑟), а в матрице 

𝑅(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) базисную систему столбцов 𝑅𝒜̅. В [5] автором был получен определитель Грама 

матрицы 𝑅𝑠,𝑘 −  правого модуля 𝑘-индексной транспортной задачи с 𝑠 суммированиями  

(1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑘) и получена асимптотика среднего значения 𝛼𝒜(𝑛) квадрата минора рангового по-

рядка базисной системы строк матрицы ограничений  𝑘-индексной транспортной задачи с 𝑠 сум-

мированиями. 

Следствие 3 [5]. Среднее значение 𝛼𝒜(𝑛) квадрата минора рангового порядка базисной си-

стемы строк 𝑇𝒜 матрицы ограничений трехиндексной планарной транспортной задачи  

𝛼𝒜(𝑛)~(𝑛 − 1) (
3

𝑒
)
3(𝑛−1)2

. 

Следствие 4. Среднее значение квадрата минора базисной системы строк матрицы огра-

ничений трехиндексной планарной транспортной задачи при 𝑛 → ∞ стремится к бесконечно-

сти с экспоненциальной скоростью. 

Полученные асимптотики роста среднего значения квадратов миноров базисной системы 

строк и базисной системы столбцов показывают, что при решении трехиндексной планарной 

транспортной задачи выбор базисного минора в базисной системе столбцов может привести к 

получению целочисленного решения, что в общем случае неверно, т.к. матрица ограничений тре-

хиндексной планарной транспортной задачи неунимодулярна при 𝑛1 ≥ 𝑛2 ≥ 𝑛3 ≥ 3. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ 

СФЕРИЧЕСКОГО РОБОТА С ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМ 

ПРИВОДОМ1* 
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1Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского, 
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Рассматривается задача движения по прямой с заданной скоростью сферического ро-

бота с электромагнитным приводом, состоящим из электромагнитов и постоянных 

магнитов. Построена математическая модель динамики сферического робота с элек-

тромагнитным приводом, включающая в себя описание процесса взаимодействия 

электромагнитов и постоянных магнитов. Исследован вопрос об оптимальной, с точки 

зрения энергетических затрат, конфигурации магнитов. Получены оценки для величин 

токов в электромагнитах, обеспечивающих необходимые силовые моменты для реали-

зации движения робота по прямой с заданной скоростью. Приводятся результаты чис-

ленных экспериментов. 

Ключевые слова: сферический робот, электромагнетизм, математическая модель. 

 

1. Введение 

В течение последних десятилетий активно разрабатывались мобильные роботы, в том числе 

сферические, которые могут быть использованы в различных областях человеческой деятельно-

сти. Сферический мобильный робот имеет форму шара, в который встроены все необходимые 

механизмы, устройства управления и источники энергии. Благодаря этому он обладает рядом 

преимуществ перед роботами на колёсах и ножках. Во-первых, сферическая форма не позволяет 

роботу перевернуться. Во-вторых, он может быстро маневрировать и передвигаться благодаря 

всенаправленному движению. В-третьих, он легко преодолевает препятствия. В-четвёртых, он 

защищён от воздействия внешней среды, такой как жидкость, пыль и газ. В-пятых, он энергоэф-

фективен, так как имеет только одну точку контакта с поверхностью. Самое важное преимуще-

ство сферического мобильного робота – его способность быстро восстанавливать равновесие по-

сле столкновения. 

Система привода сферического робота может быть реализована различными способами, 

например, с использованием вращающихся маховиков или набором движущихся масс, располо-

женных на ортогонально связанных осях, а также при помощи маятника, соединенным со сфе-

рической оболочкой шарниром и приводимый в движение системой двигателей [1–6].  

В данной работе рассматривается сферический робот, состоящий из двух сферических обо-

лочек: внешней с радиусом R и внутренней с радиусом r (R>r). На внутренней сфере располо-

жены 12 электромагнитов, а на внешней – 18 постоянных неодимовых магнитов. Движение ро-

бота осуществляется за счет взаимодействия магнитов на разных оболочках. Основной целью 

работы является получение оценки величин токов в электромагнитах необходимых для реализа-

ции заданного движения. Для этого была построена математическая модель квазистационарного 

электромагнитного взаимодействия размещенных на разных движущихся оболочках магнитов. 

2. Математическая модель электромагнитного привода 

Схематичное изображение рассматриваемого робота с одним постоянным и одним электро-

магнитом приведено на рис. 1. Введем систему координат, Oxyz центр которой совпадает с гео-

метрическим центром сферического робота, ось Oz направлена вертикально вверх, ось Ox 

                                                      
1* Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 24-11-20023). 
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направлена горизонтально слева направо. В данной работе рассматривается движение по прямой 

вдоль оси Ox, поэтому расположим все магниты в плоскости Oxz, y=0.  

 

Рис. 1. Схематичное изображение сферического робота 

Для формирования математической модели электромагнитного привода в целом рассмот-

рим сначала взаимодействие двух магнитов, один из которых является электромагнитом, а дру-

гой постоянным магнитом. Пусть электромагнит представляет собой соленоид, а в качестве по-

стоянного магнита возьмем неодимовый магнит цилиндрической формы. В первую очередь, ис-

пользуя закон Био-Савара-Лапласа, записывается уравнение для поля конечномерного соленоида 

в точке расположения постоянного магнита. В свою очередь, сила с которой действует поле со-

леноида B на постоянный магнит можно найти с помощью закона Ампера. Определив силу, не 

составляет труда найти вращающий момент, приложенный к внешней оболочке, который созда-

ется вследствие взаимодействия постоянного и электромагнита.  

Результатом моделирования взаимодействия двух магнитов является зависимость вращаю-

щего момента Q, приложенного к внешней сфере, от угла 𝛽 между постоянным и электромагни-

том, при этом так как движение происходит по прямой вдоль Ox, то вращающий момент имеет 

только компоненту y. Для следующих параметров системы [7]: радиус внешней сферы 𝑅 =
0.066 м, радиус внешней сферы 𝑟 = 0.065 м, длина соленоида ℎ1 = 0.025 м, внутренний радиус 

соленоида 𝑎1 = 0.004 м, внешний радиус соленоида 𝑎2 = 0.014 м, количество витков в солено-

иде 𝑁 = 1200, ток в соленоиде 𝐼 = 2 А, длина постоянного магнита ℎ2 = 0.024 м, радиус посто-

янного магнита 𝑎3 = 0.011 м была получена зависимость y-составляющей вращающего момента 

Q от угла 𝛽 между постоянным магнитом и электромагнитом (рис. 2). Из представленной зави-

симости видно, что при 𝛽 = ±10° значение вращающего момента достигает своего максималь-

ного значения. На основании этого факта можно сделать вывод, что для достижения максималь-

ной эффективности постоянные магниты нужно располагать эквидистантно с шагом 20°, кроме 

того, полюса соседних постоянных магнитов, направленные внутрь сферического робота, 

должна быть разной полярности. При этом шаг расположения электромагнитов нужно выбирать 

так, чтобы избежать “мертвых” зон, когда все постоянные магниты и электромагниты находятся 

друг напротив друга, в данной работе расположение электромагнитов эквидистантно с шагом 

30°. 
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Рис. 2. Зависимость y-составляющей вращающего момента Q от угла 𝛽 между постоянным  

и электромагнитом 

3. Оценка величин тока 

Рассмотрим движение робота вдоль оси Ox с растущей скоростью от 𝑣 = 0 м/с до  

𝑣 = 3км ч⁄ = 0.83 м/с. Для расчета необходимого для этого вращающего момента воспользу-

емся подходом, описанным в [8]. В итоге получаем зависимость y-составляющей вращающего 

момента от времени (рис. 3). 

 

Рис. 3. Зависимость y-составляющей вращающего момента Q от времени 

Определив вращающий момент, мы можем получить оценку токов необходимых для реали-

зации заданного движения используя метод наименьших квадратов. Зависимости токов на двух 

соседних соленоидах от времени приведены на рис. 4. Анализируя эти зависимости, можно сде-

лать вывод, что для реализации заданного вращающего момента (рис. 3) максимально необходи-

мый ток равен примерно 4 А, что является вполне реализуемым, кроме этого огибающая этих 

токовых сигналов качественно похожа на зависимость y-составляющей вращающего момента от 
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времени. Также стоит отметить, что формы сигналов для всех четных и нечетных электромагни-

тов одинаковы с точностью до знака, поэтому достаточно найти токовые зависимости для двух 

соседних электромагнитов. 

 

Рис. 4. Зависимость токов на двух соседних соленоидах от времени 

4. Заключение 

Построена математическая модель сферического робота с электромагнитным приводом, 

включающая в себя описание взаимодействия между постоянными магнитами и электромагни-

тами. Представлено одно из решений вопроса об оптимальном расположении магнитов на раз-

ных оболочках. Получена оценка токовых сигналов, необходимых для реализации заданного 

движения сферического робота. Из этих оценок можно сделать вывод, что для осуществления 

заданного вращающего момента необходимые токи имеют вполне реализуемые значения, кроме 

этого, огибающая этих токовых сигналов качественно похожа на зависимость y-составляющей 

вращающего момента от времени. Также стоит отметить, что формы сигналов для всех четных и 

нечетных электромагнитов одинаковы с точностью до знака, поэтому достаточно найти токовые 

зависимости для двух соседних электромагнитов. 
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МОДИФИКАЦИЯ ГРАДИЕНТНОГО СПУСКА В ЗАДАЧЕ 

БИЛИНЕЙНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

Г.В. Уткин, С.В. Сидоров 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского 

В работе исследуется модификация метода градиентного спуска, предложенная в ста-

тье [1]. Модификация метода основывается на учете асинхронной сходимости пере-

менных. Градиентный спуск с рассматриваемой модификацией проверяется на при-

мере задачи билинейной оптимизации. 

Ключевые слова: методы оптимизации, градиентный спуск, машинное обучение 

 

1. Введение 

Метод градиентного спуска является одним из основных численных методов современной 

оптимизации. Приложения данного метода возникают в задачах машинного обучения (включая 

линейную регрессию, логистическую регрессию и нейронные сети), компьютерного зрения и в 

анализе данных. Например, градиентный спуск используется для минимизации ошибок в модели 

машинного обучения (минимизации функции потерь). 

Существует достаточное количество альтернатив и модификаций данного метода (SGD, 

Adam, Momentum, Mini-Batch GD и др.). В данной работе мы исследуем предложенную идею в 

[1] для модификации градиентного спуска, важным аспектом которой является учет особенности 

асинхронной сходимости переменных. Заметим, что описание метода в [1] содержит опечатки в 

формулах, затрудняющих понимание самого метода. Здесь мы постарались устранить эти недо-

статки. Наше изложение будет следовать работе [1] с уточнением применяемых формул. 

2. Обзор применения. Постановка задачи 

К рассмотрению предлагается следующая оптимизационная модель (задача билинейной оп-

тимизации): 

argmin
𝐴,𝑥

𝐺(𝐴, 𝑥), где 𝐺(𝐴, 𝑥) =
1

2
‖𝑏 − 𝐴𝑥‖2

2 + 𝜆‖𝑥‖1 + 𝑅(𝐴) (1) 

где 𝑏 ∈ ℝ𝑀×1 – наблюдение, описываемое с помощью переменных 𝐴 ∈ ℝ𝑀×𝑁 и 𝑥 ∈ ℝ𝑁×1. На 

переменную 𝑥 накладывается ограничение на разреженность в виде 𝑙1 нормы, чтобы избежать 

переобучения. Слагаемое 𝑅(𝐴) отвечает за регуляризацию. 

Подойти к решению данной оптимизационной задачи можно с разных сторон. Например, в 

текущей работе мы рассмотрим стандартный подход к решению – использование метода гради-

ентного спуска, но с некоторой модификацией, предложенной в [1]. 

3. Модификация градиентного спуска 

Классический метод градиентного спуска для задачи (1) заключается в следующем: 

{
𝐴𝑡+1 = 𝐴𝑡 − 𝜂1

𝜕𝐺

𝜕𝐴

𝑥𝑡+1 = 𝑥𝑡 − 𝜂2
𝜕𝐺

𝜕𝑥

 

где 𝜂1, 𝜂2 ≥ 0 небольшие шаги, называемые скоростью обучения. 

Заметим, что в статье [1] в соответствующих формулах стоит знак «+». Поскольку исходная 

задача на минимум, то необходимо двигаться в направлении антиградиента (направление 

наискорейшего локального убывания), т.е. со знаком «−». 
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Для решения задачи (1) можно использовать стохастический метод градиентного спуска с 

итеративным проецированием (см. [2, 3]). Несмотря на это, во всех модификациях градиентных 

спусков база остается прежней – оптимизация одной переменной при фиксировании значений 

другой, происходящая итеративно. В рассматриваемой задаче может наблюдаться асинхронная 

сходимость переменных (см, например, [4]).  

В выражении частной производной по 𝐴 для задачи (1) можно видеть, что градиент по 𝐴 

будет «затухать» при стремлении 𝑥 к 0.  

(
𝜕𝐺

𝜕𝐴
)
⊤

= 𝑥(𝐴𝑥 − 𝑏)⊤ 

Поэтому ранняя сходимость 𝑥 может вызывать преждевременную сходимость 𝐴, что может 

помешать качественно проводить обучение исследуемой модели. 

В таком случае желательно синхронизировать сходимость переменных (можно поправлять 

𝑥, когда его быстрая сходимость влияет на поиск решения). Предполагается зависимость 𝐴 =
 𝐴(𝑥), тогда имеем целевую функцию оптимизации 𝐺(𝐴(𝑥), 𝑥), а именно: 

𝐺(𝐴(𝑥), 𝑥) =
1

2
‖𝑏 − 𝐴𝑥‖2

2 + 𝜆‖𝑥‖1 + 𝑅(𝐴) = 𝐺(𝐴(𝑥)) + 𝐺(𝑥) + 𝑅(𝐴), 

где 𝐺(𝑥)  = 𝜆‖𝑥‖1 и 𝐺(𝐴(𝑥)) =
1

2
‖𝑏 − 𝐴𝑥‖2

2  

Данная идея из оригинальной статьи [1] проиллюстрирована на рисунке ниже (взят из [1]). 

 

 

Рис. 1. Иллюстрация принципа работы предложенного алгоритма 

Проделывая все математические выкладки с учетом такой зависимости, можно получить 

формулу, по которой следует корректировать переменную 𝑥: 

𝑥̃𝑗
𝑡+1 = 𝑥𝑗

𝑡 + 𝜂2𝑥𝑗∑𝑔𝑖̃
𝜕𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗

𝑀

𝑖=1

 

Или в матричной форме: 

𝑥̃𝑡+1 = 𝑥𝑡 + 𝜂2

(

 
 
 
 
∑𝑔𝑖̃

𝜕𝐴𝑖1
𝜕𝑥1

𝑀

𝑖=1

⋮

∑𝑔𝑖̃
𝜕𝐴𝑖𝑁
𝜕𝑥𝑁

𝑀

𝑖=1 )

 
 
 
 

⊙ (

𝑥1
⋮
𝑥𝑁
) = 𝑥𝑡 + 𝜂2𝑐

𝑡⊙𝑥𝑡, 

где 𝐺̃ = (𝐴𝑥𝑡 − 𝑏)⊤, а бинарная операция ⊙ – это произведение Шура-Адамара (покомпонент-

ное умножение матриц одинаковой размерности). 

Теперь следует определить, когда требуется корректировать 𝑥. Для этого предлагается ха-

рактеристика для проверки, сошлась ли переменная с некоторым пороговым значением 𝛼. В ори-

гинальной статье с помощью двух пороговых параметров 𝛼𝑥 и 𝛼𝐴 определяется асинхронность, 

а именно отслеживаются нормы 𝐴 и 𝑥. Принцип выявления асинхронности логичен, а именно 
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пока норма 𝐴 превышает пороговое значение 𝛼𝐴, корректируется 𝑥 если он меньше порогового 

𝛼𝑥 . 
В окончательном варианте правило корректировки 𝑥 следующее: 

𝑥̃𝑡+1 = {
𝑥𝑡 + 𝜂2𝑐

𝑡⊙𝑥𝑡 , если 𝑅(𝑥) <  𝛼𝑥  и 𝑅(𝐴) >  𝛼𝐴,

𝑥𝑡+1, иначе.
 (2) 

Конечно, на практике явно узнать зависимость 𝐴(𝑥), чтобы посчитать частную производ-

ную, не получится. Поэтому выражение приближается отношениями переменных между итера-

циями, то есть: 
𝜕𝐴𝑗

𝜕𝑥𝑗
≈
Δ𝐴𝑗

Δ𝑥𝑗
 

при этом, если Δ𝑥𝑗 → 0, то значение производной принимают за единицу. 

Заметим, что данную модификацию можно применять и к другим градиентным методам. 

Возврат в любом случае происходит по правилу обновления градиентного спуска. 

4. Реализация метода 

Модификация обновления вектора 𝑥 методом градиентного спуска с рассмотренной моди-

фикацией описана на псевдокоде на Рис. 2. Сама реализация была написана на языке Python 

3.10.12.  

 

Вход: 𝐴𝑡 , 𝐴𝑡+1, 𝑥𝑡 , 𝑥𝑡+1, 𝑏, 𝜂2, 𝛼𝐴, 𝛼𝑥 

Выход: 𝑥̃𝑡+1 
 

1. 𝑥̃𝑡+1 = 𝑥𝑡+1 
2. Если ‖𝑥𝑡+1‖1 ≤ 𝛼𝑥 и ‖𝐴

𝑡+1‖1 > 𝛼𝐴 То 
3.     Цикл по 𝑖 от 0 до 𝑛 Выполнять 

4.         𝑐𝑡 ≔ 2(𝐴𝑡𝑥𝑡 − 𝑏)
Δ𝐴

Δ𝑥
 

5.     Конец. 

6.     𝑥̃𝑡+1 = 𝑥𝑡 + 𝜂2𝑐
𝑡⊙𝑥𝑡 

7. Конец.  

8. Возвратить 𝑥̃𝑡+1 

Рис. 2. Алгоритм рассмотренной модификаици градиентного спуска 

Под операцией ⊙, как и ранее, понимается покомпонентное умножение векторов, а под обо-

значением Δ𝐴 понимается отношение между итерациями, то есть Δ𝐴 = 𝐴𝑡+1 − 𝐴𝑡 . Под выраже-

нием 
Δ𝐴

Δ𝑥
 понимается деление каждого столбца Δ𝐴 на соответствующий элемент вектора Δ𝑥. 

5. Эксперименты 

В работе [1] метод проверялся на известной тестовой оптимизационной функции Била: 

𝑏𝑒𝑎𝑙𝑒(𝑥1, 𝑥2) =  (1.5 − 𝑥1 + 𝑥1𝑥2)
2 + (2.25 − 𝑥1 + 𝑥1𝑥2

2)2 + (2.625 − 𝑥1 + 𝑥1𝑥2
3)2 

с дополнительными ограничениями: 

𝐹(𝑥1, 𝑥2) =  𝑏𝑒𝑎𝑙𝑒(𝑥1, 𝑥2) + ||𝑥1|| + 𝑥2
2,  

которая сводится к задаче (1). Действительно,  

𝐴 = (

1 − 𝑥2
1 − 𝑥2

2

1 − 𝑥2
3

) , 𝑏 = (
1.5
2.25
2.625

) , 𝑥 = 𝑥1 
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Рассмотренная модификация встраивалась в известные методы градиентного спуска SGD, 

Momentum и Adam (см, соответственно, [5-7]), то есть в случае ранней сходимости будем обнов-

лять 𝑥𝑡+1 по правилу (2), а если ранней сходимости нет, то 𝑥𝑡+1 будет оставаться таким, как и в 

методе SGD, Momentum или Adam. 

На следующих рисунках были изображены траектории метода до точки минимума (рисунок 

слева отображает траектории, а рисунок справа – значение функции на определенной итерации). 

Выбранные параметры алгоритмов следующие: 

1. SGD: начальная точка с координатами (1.5, 1.8), 𝛼𝑥1 =  1, 𝛼𝑥2 =  0.5, 𝜂2 =  0.001; 

2. Momentum: начальная точка с координатами (1.5, 1.8), 𝛼𝑥1 =  1, 𝛼𝑥2 =  0.5, 𝜂2 =  0.005; 

Внутренний параметр Momentum 𝛽1  =  0.55; 
3. Adam: начальная точка с координатами (1.5, 1.8),  𝛼𝑥1 =  1, 𝛼𝑥2 =  0.5, 𝜂2 =  0.1; Внут-

ренние параметры метода Adam стандартные 𝛽1  =  0.9, 𝛽2 = 0.99;. 
Оказалось, что метод сошелся в каждом случае и траектории с внедрением рассмотренной 

модификации короче, чем в исходном методе.  

Мы проверим работу метода на следующей задаче: 

argmin
𝐴,𝑥

𝐺(𝐴, 𝑥) =
1

2
‖𝑏 − 𝐴𝑥‖2

2 + ‖𝑥1 + 𝑥2‖1 + (𝑥1
2 + 𝑥2

2) , (3) 

𝐴 = (

𝑥1 − 𝑥2
𝑥1 − 𝑥2

2

𝑥1 − 𝑥2
3
) , 𝑏 = (

1
2
4
) , 𝑥 = (𝑥1 + 𝑥2) 

Параметры данного метода были выбраны такими же, как выше, а в качестве начальной 

точки взята (0.1,−2.5). На рис. 3 приведены результаты эксперимента, которые подтверждают 

ожидания: метод сходится быстрее и с более короткой траекторией. 

В дальнейшем предполагается продолжение исследований для изучения сходимости метода 

с предложенной модификацией и применения для конкретной практической задачи (например, 

для CNN training, а также для Network Pruning). 
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Рис. 3. Поиск минимума методами SGD, Momentum, Adam и с внедрением модификации  

(для функции (3)) 
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ КЛАСТЕРОВ КОЛЛОИДНЫХ СБОРОК 

МЕТОДОМ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ1* 

Л.Т. Хусаинова, К.С. Колегов 

Астраханский государственный университет им. В.Н. Татищева 

Данная работа посвящена проблеме идентификации кластеров коллоидных сборок ме-

тодом машинного обучения на примере двухмерных покрытий (однослойные сборки). 

В работе обсуждается актуальность применения коллоидных систем в различных об-

ластях науки и техники, а также важность эффективной идентификации кластеров ча-

стиц. Здесь описана классификация сборок частиц: изолированные частицы, димеры, 

цепочки и кластеры. В качестве инструмента для идентификации таких объектов на 

различных снимках (экспериментальных и компьютерных симуляциях) была исполь-

зована модель YOLOv8. Описаны особенности и текущие результаты обучения мо-

дели на специально подготовленном датасете. Точность распознавания составила при-

мерно 93%. Этот инструмент полезен, к примеру, для приложений в области фотоники 

и функциональных покрытий, так как их физические свойства зависят от морфологии 

структуры. 

Ключевые слова: идентификация кластеров, коллоидные сборки, морфология струк-

тур, нейронная сеть, алгоритм YOLO. 

 

1. Введение 

Самосборка коллоидных структур стала важным методом производства для наноструктури-

рованных материалов с широким спектром применений, начиная от оптоэлектроники и заканчи-

вая определением химических и биологических аналитов или созданием биомиметических по-

верхностей со специфическими свойствами или свойствами смачиваемости [1]. Коллоидные 

сборки, в силу своей уникальной природы, представляют собой объекты интенсивного внимания 

в научном и инженерном сообществе. Эта актуальность обусловлена не только их широким спек-

тром применения в различных областях, но и потенциалом этих систем в решении важных про-

блем современного мира. 

Одним из вызовов, стоящих перед исследователями, является эффективная и точная иден-

тификация кластеров в коллоидных сборках. Точное выделение и классификация этих кластеров 

является ключевым этапом для понимания их свойств и воздействия на окружающую среду. Кол-

лоидные сборки, представляющие собой дисперсные системы с частицами размером от наномет-

ров до микрометров, привлекают все большее внимание исследователей благодаря своим уни-

кальным свойствам и широкому спектру применений. Однако вопросы, связанные с идентифи-

кацией и классификацией кластеров в коллоидных сборках, остаются актуальными и требуют 

внимания. Целью данной работы является анализ возможностей модели YOLOv8 в идентифика-

ции сборок коллоидных частиц по экспериментальным и искусственно сгенерированным сним-

кам. 

2. Постановка задачи 

В данной работе рассматриваются однослойные сборки, содержащие как бинарные смеси 

частиц, так и частицы одного размера. Эти сборки, будучи малыми строительными блоками ма-

терии, обладают способностью объединяться и образовывать кластеры. В частности, каждый из 

связанных компонентов в кластере, принадлежит к одной из следующих категорий, которые 

определяют конфигурацию, принимаемую частицами [2]: 

                                                      
1* Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-79-10216. 
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 изолированные частицы (частица j принадлежит к этой группе, если у нее нет соседей на 

определенном расстоянии от ее центра; это расстояние выбирается индивидуально в зависимо-

сти от самого изображения, то есть носит интуитивный характер в предположении, что расстоя-

ние между двумя соседними частицами должно быть на порядок меньше суммы радиусов этих 

частиц; это связано с тем, что точное критическое расстояние для всех возможных случаев опре-

делить проблематично); 

 димеры (две частицы j и k принадлежат к этой группе, если у j есть только сосед k на 

определенном расстоянии от ее центра и если у k есть только сосед j на определенном расстоянии 

от ее центра массы); 

 цепи (в цепочке все частицы имеют двух соседей, за исключением частиц на двух концах 

цепи, которые имеют только одного соседа); 

 кластеры (частицы составляют кластер, если они принадлежат связной компоненте, ко-

торая не попадает ни в одну из предыдущих категорий; в этом наборе, к примеру, мы можем 

различать петли; частицы принадлежат циклу, если все они имеют двух соседей на определенном 

расстоянии от их центроида; петлю можно интерпретировать как своего рода «замкнутую» цепь 

или кольцо).  

3. Метод решения 

В качестве основного метода решения поставленной задачи было выбрано использование 

модели YOLOv8 [3]. Данная модель (обобщенная архитектура представлена на рис. 1) обладает 

не только высокой скоростью, но и высокой точностью определения и распознавания объектов, 

а также поддерживает полный спектр задач компьютерного зрения, включая используемую в 

данном исследовании сегментацию.  

 

Рис. 1. Архитектура сети YOLOv8 

Архитектура модели состоит из трех частей: Backbone, Neck и Head. Backbone служит для 

извлечения признаков из входного изображения. Обычно это глубокая сверточная нейронная 

сеть. Neck обрабатывает признаки, извлеченные из Backbone. Может включать дополнительные 

слои и механизмы для уточнения извлеченных признаков. Head делает окончательные прогнозы 

на основе предыдущих частей архитектуры.  

В отличие от техники обнаружения объектов на изображении сегментация позволяет клас-

сифицировать каждый пиксель входного изображения, в том числе определить, к какому именно 

классу данный пиксель принадлежит. Использование техники сегментации в задаче идентифи-

кации кластеров коллоидных сборок является лучшим вариантом, так как при анализе входных 

изображений было выявлено, что различные кластеры могут быть расположены близко друг к 

другу, что влияет на точность их определения, а сегментация, в свою очередь, позволяет их точ-

нее разделить между собой. В отличие от архитектуры YOLOv8, модель YOLOv8-seg, которая 

непосредственно отвечает за сегментацию изображения, имеет две части Head: Detection Head и 
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Segmentation Head. Первая часть предсказывает ограничивающие рамки и вероятности классов 

для обнаружения объектов, аналогично стандартной модели YOLOv8. Вторая часть предсказы-

вает маски сегментации для каждого обнаруженного объекта. Обычно эта часть включает в себя 

масштабирование признаков до исходного размера и применение попиксельной классификации 

для присваивания каждого пикселя объекту или фону. 

В ходе работы над поставленной задачей был создан и размечен датасет, состоящий из раз-

личных изображений коллоидных сборок (обработано около 700 изображений). Работа над дата-

сетом была осуществлена с использованием платформы Roboflow [4].  

В ходе эксперимента моделью автоматически был выбрал оптимизатор AdamW, который 

отлично подходит для пользовательских датасетов с небольшим количеством классов. Также ав-

томатически были выбраны гиперпараметры “Learning rate”, равный 1х10−2, и “momentum”, рав-

ный 0,937.  

4. Полученные результаты 

Модели YOLO уже предобучены на большом наборе данных для одновременного обнару-

жения на изображении нескольких классов, в нашем случае: изолированные частицы, димеры, 

цепочки и кластеры. Эксперимент проводился на GPU NVIDIA Quadro RTX A6000 с автомати-

чески рассчитанным batch size, равным 58. Модель тренировалась с использованием Python 3.8 

и PyTorch 1.12. Изображения в датасете были предобработаны и аугментированы с помощью 

инструментов Roboflow. В ходе обучения нейронной сети на подготовленном нами датасете уда-

лось добиться высокого уровня распознавания кластеров – средняя точность (mAP) около 93%. 

На рис. 2 представлены результаты валидации модели. 

 

Рис. 2. Результаты валидации модели 

Для более наглядного пояснения взглянем на несколько показательных примеров. На рис. 3 

представлены изображения коллоидных сборок, с одной стороны (рис. 3a) размеченных челове-

ком вручную, а с другой – предсказанных моделью после обучения (рис. 3b). Эти результаты 

демонстрируют, что наша модель обладает хорошей способностью обнаруживать кластеры кол-

лоидных сборок. Однако было замечено, что при больших скоплениях частиц падает точность 

идентификации кластеров. Ознакомиться с датасетом и обученной моделью можно здесь [5]. 
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Рис. 3. Примеры кластеров коллоидных сборок: (а) размеченные вручную, (b) предсказанные моделью 

Также в целях уменьшения времени обучения модели был проведен эксперимент, в котором 

модель обучалась на разном количестве графических процессорах NVIDIA Quadro RTX A6000. 

В табл.1 можно увидеть, что при обучении модели на 8 GPUs скорость обучения увеличилась 

примерно в 1.7 раз в сравнении с 1 GPU. Эта разница не слишком заметна в рамках данного 

датасета. Увеличение числа GPU в данном случае несильно влияет на скорость обучения модели. 

Связано это с тем, что обучающий датасет довольно мал, чтобы увидеть значительную разницу 

во времени расчета. 

Таблица 1. Зависимость времени обучения от количества видеокарт 

Количество 

GPU 

Время, с 

1 389  
3 263 
6 247  
8 232 

5. Выводы 

В ходе работы были рассмотрены однослойные сборки, содержащие как бинарные смеси 

частиц, так и частицы одного размера, для возможности идентификации образованных кластеров 

по снимкам. На основе изображений этих сборок был создан и размечен соответствующий дата-

сет. В качестве метода идентификации выбрана модель YOLOv8. Модель обучена на созданном 

нами датасете. Анализ полученных результатов показал, что при большом скоплении частиц на 

изображении точность идентификации кластеров падает. Установлено, что увеличение количе-

ства GPU, на котором обучается модель, сокращает время обучения примерно в 1.7 раза. Такое 

незначительное ускорение расчета, скорее всего, связано с относительно малым размером обу-

чающего датасета.  
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